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§ 1. Введение

Полугруппы эндоморфизмов алгебраических систем и их всевозможные
свойства изучались многими авторами (см., например, [1]–[4]). К числу пер-
вых результатов об эндоморфизмах бинарных отношений относится теорема
Л. М. Глускина (см. [5]) об определяемости отношения квазипорядка соответ-
ствующей ему полугруппой эндоморфизмов. Далее в этом направлении были
получены многочисленные результаты для различных классов отношений и,
в частности, обобщения и аналоги ряда классических результатов. Например,
Л. Б. Шнеперман (см. [6]) показал, что результат Глускина невозможно пере-
нести на класс всех рефлексивных бинарных отношений, в то время как в [7]
упомянутый результат был распространен на так называемые плотные отно-
шения, а в [8] – на некоторый подкласс рефлексивных бинарных отношений.
Подобные результаты для определенных µ-арных отношений были получены
Б. В. Поповым (см. [9]), который ввел понятие эндотопизма, обобщающее эн-
доморфизм µ-арного отношения.

Понятие эндотопизма является тесно связанным с понятием соответствия,
введенным А. Г. Курошем (см. [10; § 17]) для произвольной универсальной ал-
гебры. Как известно, множество всех эндотопизмов отношения любой арности
является полугруппой относительно композиции преобразований. Оказывает-
ся, что полугруппа эндотопизмов любого бинарного отношения на некотором
множестве есть соответствие симметрической полугруппы на том же множе-
стве. Более того, для каждой эквивалентности полугруппа всех ее эндотопиз-
мов является соответствием полугруппы эндоморфизмов той же эквивалент-
ности. Различные полугруппы эндотопизмов произвольного отношения экви-
валентности и являются основным объектом изучения данной работы.

c⃝ Ю.В. Жучок, Е.А. Тоичкина, 2014
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Известно, что полугруппа всех преобразований произвольного множества
регулярна. Однако не каждая подполугруппа полугруппы преобразований об-
ладает свойством регулярности. Поэтому естественным является вопрос о ре-
гулярности различных ее подполугрупп. Регулярность моноида сильных эн-
доморфизмов конечных неориентированных графов без кратных ребер была
показана в [11], конечных n-однородных гиперграфов – в [12], а бесконечных
неориентированных графов и гиперграфов – в [13]. Условия регулярности по-
лугрупп эндоморфизмов отношений эквивалентности были установлены в [14],
полугрупп эндоморфизмов упорядоченных и квазиупорядоченных множеств –
в [15], [16], а моноидов эндоморфизмов счетных цепей – в [17]. Важным под-
классом регулярных полугрупп является класс корегулярных полугрупп. По-
нятие корегулярности на полугруппах было введено Д. Биджевым и К. Тодоро-
вым (см. [18]). Исследования в этом направлении продолжили Дж. Чвалина,
К. Матоускова (см. [19]), получив описание корегулярности полугруппы эн-
доморфизмов унаров, а также И. Димитрова, Дж. Копиц (см. [20]), которые
охарактеризовали все корегулярные подполугруппы порядка не больше трех
для конечной полугруппы преобразований. В настоящей работе мы изучаем
условия регулярности и корегулярности разных полугрупп эндотопизмов про-
извольного отношения эквивалентности.

Другим понятием, которое изучается в этой работе, является понятие эндо-
типа. М. Бeтчер и У. Кнауэр (см. [21]) в зависимости от накладываемых усло-
вий на эндоморфизм симметрического бинарного отношения выделили пять
типов эндоморфизмов, с помощью которых определили эндотип данного от-
ношения. Позже понятие эндотипа было определено для отношений произ-
вольной арности (см. [22]). Используя это понятие, можно классифицировать
отношения по их эндотипу относительно эндоморфизмов. Так, эндотипы обоб-
щенных полигонов были найдены в [23], дополнений конечного пути – в [24],
а графов N -призм – в [25]. Здесь мы распространяем определения, приня-
тые в [21] для эндоморфизмов, на случай эндотопизмов бинарных отношений и
классифицируем все отношения эквивалентности по их эндотипу относительно
эндотопизмов.

Работа построена следующим образом. В § 2 приведены определения ше-
сти типов эндотопизмов произвольного бинарного отношения и примеры эн-
дотопизмов каждого типа. В § 3 описаны соответствующие эндотопизмы про-
извольного отношения эквивалентности, найдены необходимые и достаточные
условия, при которых множества указанных эндотопизмов являются полугруп-
пами. В § 4 и § 5 установлены условия регулярности и корегулярности данных
полугрупп эндотопизмов отношения эквивалентности (теоремы 1, 2). В § 6
определено понятие эндотипа бинарного отношения относительно его эндото-
пизмов и вычислены всевозможные значения эндотипа произвольного отноше-
ния эквивалентности (теорема 3).

§ 2. Основные понятия

Пусть X – произвольное непустое множество, ρ – бинарное отношение на
множестве X.
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Определение 1. Упорядоченная пара (ϕ,ψ) преобразований ϕ и ψ множе-
ства X называется эндотопизмом отношения ρ, если из (x, y) ∈ ρ следует, что
(xϕ, yψ) ∈ ρ при любых x, y ∈ X. Множество всех эндотопизмов бинарно-
го отношения ρ относительно операции покомпонентного умножения образует
полугруппу, которую будем обозначать через Et(ρ).

Определение 2. Эндотопизм (ϕ,ψ) отношения ρ ⊆ X ×X будем называть
полусильным эндотопизмом, если из (xϕ, yψ) ∈ ρ следует, что существуют
такие x′ ∈ xϕϕ−1, y′ ∈ yψψ−1, что (x′, y′) ∈ ρ. Множество всех полусильных
эндотопизмов отношения ρ обозначим через HEt(ρ).

Определение 3. Эндотопизм (ϕ,ψ) отношения ρ ⊆ X ×X назовем локаль-
но сильным эндотопизмом, если из (xϕ, yψ) ∈ ρ следует, что для каждого
x′ ∈ xϕϕ−1 найдется такой y′ ∈ yψψ−1, что (x′, y′) ∈ ρ, и аналогично для каж-
дого прообраза y′ ∈ yψψ−1. Множество всех локально сильных эндотопизмов
отношения ρ будем обозначать как LEt(ρ).

Определение 4. Назовем эндотопизм (ϕ,ψ) отношения ρ ⊆ X × X ква-
зисильным эндотопизмом, если из (xϕ, yψ) ∈ ρ следует, что существует такой
x′ ∈ xϕϕ−1, который находится в отношении ρ с каждым прообразом из yψψ−1,
и аналогично для подходящего прообраза y′ ∈ yψψ−1. Обозначим множество
всех квазисильных эндотопизмов бинарного отношения ρ через QEt(ρ).

Определение 5. Будем называть эндотопизм (ϕ,ψ) отношения ρ ⊆ X ×X
сильным эндотопизмом, если из (xϕ, yψ) ∈ ρ следует, что (x, y) ∈ ρ при любых
x, y ∈ X. Множество всех сильных эндотопизмов отношения ρ относительно
операции покомпонентного умножения образует моноид, который будем обо-
значать как SEt(ρ).

Определение 6. Упорядоченная пара (ϕ,ψ) подстановок ϕ и ψ множества
X называется автотопизмом отношения ρ ⊆ X × X, если (x, y) ∈ ρ тогда и
только тогда, когда (xϕ, yψ) ∈ ρ при любых x, y ∈ X. Множество всех ав-
тотопизмов отношения ρ относительно операции покомпонентного умножения
образует группу, которую будем обозначать через At(ρ).

Таким образом, для произвольного бинарного отношения ρ на множестве X
имеет место цепочка включений

Et(ρ) ⊇ HEt(ρ) ⊇ LEt(ρ) ⊇ QEt(ρ) ⊇ SEt(ρ) ⊇ At(ρ).

Рассмотрим примеры эндотопизмов каждого типа для отношения

ρ = {(a, a), (a, c), (c, b), (d, a), (a, d), (d, d)},
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определенного на множестве X = {a, b, c, d}:((
a b c d

a b d a

)
,

(
a b c d

c d d a

))
∈ Et(ρ) \HEt(ρ),((

a b c d

d a c a

)
,

(
a b c d

d b d a

))
∈ HEt(ρ) \ LEt(ρ),((

a b c d

c b c c

)
,

(
a b c d

b b b b

))
∈ LEt(ρ) \QEt(ρ),((

a b c d

c b a c

)
,

(
a b c d

b d b b

))
∈ QEt(ρ) \ SEt(ρ),((

a b c d

a b c d

)
,

(
a b c d

d b c d

))
∈ SEt(ρ) \At(ρ),((

a b c d

a b c d

)
,

(
a b c d

d b c a

))
∈ At(ρ).

Заметим, что множества HEt(ρ), LEt(ρ) и QEt(ρ) в общем случае не явля-
ются полугруппами. Понятно также, что если для эндотопизма (ϕ,ψ) отно-
шения ρ выполняется равенство ϕ = ψ, то получаем соответствующее понятие
эндоморфизма (см. [5]).

Для произвольного множества X отношения iX = {(a, a) | a ∈ X} и ωX =
X×X называются соответственно тождественным и универсальным отноше-
ниями наX. Бинарное отношение ρ на множествеX называется тривиальным,
если ρ = iX или ρ = ωX .

§ 3. Описание эндотопизмов различных типов

Пусть ℑ(X) – симметрическая полугруппа на множестве X, Eq(X) – мно-
жество всех эквивалентностей на X и α ∈ Eq(X). Через X/α обозначается
фактормножество множества X по эквивалентности α, а через x – класс экви-
валентности, содержащий x ∈ X.

Эндотопизмы отношения эквивалентности описывает

Лемма 1. Пара (τ, σ) преобразований множества X будет эндотопизмом
эквивалентности α ∈ Eq(X) тогда и только тогда, когда для каждого класса
A ∈ X/α существует такой класс B ∈ X/α, что Aτ ⊆ B и Aσ ⊆ B .

Доказательство. Пусть (τ, σ) ∈ Et(α); тогда для любогоA ∈ X/α и любых
x, y ∈ A из условия (x, y) ∈ α следует (xτ, yσ) ∈ α, откуда xτ, yσ ∈ B для
некоторого B ∈ X/α. В силу произвольности x, y ∈ A имеем: Aτ ⊆ B и
Aσ ⊆ B.

Предположим, что для преобразований τ, σ ∈ ℑ(X) и каждого A ∈ X/α

существует такой B ∈ X/α, что Aτ ⊆ B и Aσ ⊆ B. Тогда для любых x, y ∈ X
из того, что (x, y) ∈ α, следует x, y ∈ C, где C ∈ X/α – какой-либо класс,
откуда по предположению xτ, yσ ∈ B для некоторого B ∈ X/α. Таким образом,
(xτ, yσ) ∈ α и, как следствие, (τ, σ) ∈ Et(α).
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Очевидной является следующая

Лемма 2. Пара (τ, σ) подстановок множества X является автотопиз-
мом эквивалентности α ∈ Eq(X) тогда и только тогда, когда для каждого
класса A ∈ X/α существует такой класс B ∈ X/α, что Aτ = B и Aσ = B .

Лемма 3. Эндотопизм (τ, σ) отношения эквивалентности α ∈ Eq(X) яв-
ляется сильным эндотопизмом тогда и только тогда, когда

τ∗ : X/α→ X/α : a 7→ aτ

является инъективным преобразованием.

Доказательство. Пусть (τ, σ) ∈ SEt(α) и τ∗ ∈ ℑ(X/α) такое, что aτ∗ = aτ .
Согласно лемме 1 τ∗ есть корректно определенное преобразование. Предполо-
жим, что aτ∗ = bτ∗ для некоторых различных a, b ∈ X/α. Тогда (aτ, bσ) ∈ α,
однако (a, b) /∈ α, а это противоречит тому, что (τ, σ) – сильный эндотопизм.
Таким образом, τ∗ – инъективное преобразование X/α. Обратное утверждение
очевидно.

Заметим, что для любой эквивалентности α ∈ Eq(X) полугруппа Et(α), мо-
ноид SEt(α) и группа At(α) являются соответствиями (в смысле А. Г. Куроша;
см. [10; § 17]) полугруппы эндоморфизмов той же эквивалентности, т.е. подал-
гебрами прямого произведения End(α)× End(α).

Лемма 4. Эндотопизм (τ, σ) отношения эквивалентности α ∈ Eq(X) яв-
ляется квазисильным эндотопизмом тогда и только тогда, когда (τ, σ) –
сильный эндотопизм.

Доказательство. Пусть (τ, σ) ∈ QEt(α) и (aτ, bσ) ∈ α для некоторых
a, b ∈ X. Поскольку (τ, σ) – квазисильный эндотопизм, найдется такой a′ ∈
aττ−1, что (a′, b′) ∈ α для любого b′ ∈ bσσ−1. Понятно, что в таком случае для
всех x ∈ aττ−1, y ∈ bσσ−1 имеем (x, y) ∈ α, в частности, и для x = a, y = b.
Следовательно, (τ, σ) ∈ SEt(α). Обратное утверждение очевидно.

Следствие. Для всякого отношения α ∈ Eq(X) справедливо равенство

QEt(α) = SEt(α).

В дальнейшем будем рассматривать только полугруппу SEt(α), подразуме-
вая, что результаты, полученные для SEt(α), справедливы и для QEt(α).

Лемма 5. Эндотопизм (τ, σ) отношения эквивалентности α ∈ Eq(X) яв-
ляется локально сильным эндотопизмом тогда и только тогда, когда для
любого A ∈ (X/α)τ∗ и для всех B,C ∈ Aτ∗−1

Bτ = Cτ, Bσ = Cσ.

Доказательство. Пусть (τ, σ) ∈ LEt(α) и существуют класс A ∈ (X/α)τ∗

и два его прообраза B,C ∈ Aτ∗−1 такие, что Bτ ̸= Cτ .
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Рассмотрим следующие случаи.
1) Bτ ∩ Cτ = ∅ и Bσ ∩ Cσ ̸= ∅.
Пусть x ∈ Bτ , y ∈ Bσ∩Cσ; тогда (x, y) ∈ α. Поскольку xτ−1∩C = ∅, то для

любых y′ ∈ C ∩ yσ−1 и x′ ∈ xτ−1 имеем (x′, y′) /∈ α, что противоречит условию
(τ, σ) ∈ LEt(α).

2) Bτ ∩ Cτ ̸= ∅ и Bσ ∩ Cσ = ∅ (аналогично случаю 1)).
3) Bτ ∩ Cτ = ∅ и Bσ ∩ Cσ = ∅.
Пусть (x, y) ∈ α, где x ∈ Bτ , y ∈ Cσ. Так как yσ−1 ∩ B = ∅, то для любых

x′ ∈ B ∩ xτ−1 и y′ ∈ yσ−1 имеем (x′, y′) /∈ α, а это противоречит тому, что
(τ, σ) ∈ LEt(α).

4) Bτ ∩ Cτ ̸= ∅ и Bσ ∩ Cσ ̸= ∅.
Без потери общности пусть Bτ \ Cτ ̸= ∅ и x ∈ Bτ \ Cτ , y ∈ Cσ. Учитывая,

что xτ−1 ∩C = ∅, для всех y′ ∈ C ∩ yσ−1 и x′ ∈ xτ−1 получаем (x′, y′) /∈ α, что
противоречит исходному условию (τ, σ) ∈ LEt(α). Таким образом, Bτ = Cτ .
Аналогично доказывается, что Bσ = Cσ для всех B,C ∈ Aτ∗−1.

Пусть теперь (τ, σ) ∈ Et(α) такой, что выполняется условие леммы, и xτ,

yσ ∈ A. Понятно, что xττ−1 ⊆
⋃
Y ∈Aτ∗−1 Y и yσσ−1 ⊆

⋃
Y ∈Aτ∗−1 Y . Поскольку

xττ−1 ∩ Y ̸= ∅, yσσ−1 ∩ Y ̸= ∅ для любого Y ∈ Aτ∗−1, то для всех x′ ∈
xττ−1 ∩ Y существует y′ ∈ yσσ−1 ∩ Y такой, что (x′, y′) ∈ α. Тогда для любого
x′ ∈ xττ−1 найдется y′ ∈ yσσ−1 такой, что (x′, y′) ∈ α. И аналогично для
каждого прообраза из yσσ−1. Следовательно, (τ, σ) ∈ LEt(α).

Множество LEt(α) всех локально сильных эндотопизмов отношения эквива-
лентности α в общем случае не образует полугруппу. Рассмотрим следующий
пример.

Пусть

X = {a, b, c, d, e}, α = iX ∪ {(a, b), (b, a), (c, d), (d, c)}.

Тогда

(ϕ,ψ) =
((

a b c d e

c d c d b

)
,

(
a b c d e

d c d c a

))
∈ LEt(α),

(ϕ′, ψ′) =
((

a b c d e

a b a b c

)
,

(
a b c d e

b a a b d

))
∈ LEt(α),

однако

(ϕ,ψ)(ϕ′, ψ′) = (ϕϕ′, ψψ′)

=
((

a b c d e

c d c d b

)
,

(
a b c d e

d c d c a

))
×

((
a b c d e

a b a b c

)
,

(
a b c d e

b a a b d

))
=

((
a b c d e

a b a b b

)
,

(
a b c d e

b a b a b

))
/∈ LEt(α).
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Лемма 6. Множество LEt(α) всех локально сильных эндотопизмов отно-
шения эквивалентности α ∈ Eq(X) является полугруппой тогда и только
тогда, когда выполняется одно из следующих условий:

(i) α – тождественное отношение эквивалентности;
(ii) существует единственный класс A ∈ X/α такой, что |A| > 2.

Доказательство. Пусть LEt(α), α ∈ Eq(X), – полугруппа. Ясно, что при
|X| 6 3 любая эквивалентность из Eq(X) удовлетворяет одному из условий
данной леммы. Предположим теперь, что |X| > 3 и в X/α найдутся по крайней
мере два различных класса A и B мощности > 2. Возьмем a, a′ ∈ A и b, b′ ∈ B
такие, что a ̸= a′, b ̸= b′, и определим преобразования τ и σ множества X по
правилу

Y τ =

{
{a, a′} и τ |{a,a′} – биекция, если Y ∈ {A,B},
{b} в остальных случаях,

Y σ =

{
{a, a′} и τ |{a,a′} – биекция, если Y ∈ {A,B},
{b′} в остальных случаях

для всех Y ∈ X/α.
Согласно леммам 1 и 5 (τ, σ) ∈ LEt(α). Квадраты τ2, σ2 преобразований τ ,

σ удовлетворяют условиям

Y τ2 =

{
{a, a′}, если Y ∈ {A,B},
{bτ} в остальных случаях,

Y σ2 =

{
{a, a′}, если Y ∈ {A,B},
{b′σ} в остальных случаях

для всех Y ∈ X/α.
По лемме 1 (τ, σ)2 = (τ2, σ2) ∈ Et(α), а согласно лемме 5 (τ, σ)2 /∈ LEt(α),

что противоречит исходному предположению.
Пусть теперь α ∈ Eq(X) удовлетворяет условию (ii) данной леммы и α ̸= ωX .

Предположим, что (τ1, σ1), (τ2, σ2) ∈ LEt(α), но (τ1τ2, σ1σ2) /∈ LEt(α). Так как
(τ1τ2, σ1σ2) ∈ Et(α), то согласно лемме 5 найдутся хотя бы два различных
класса A,B ∈ X/α таких, что Aτ∗1 τ

∗
2 = Bτ∗1 τ

∗
2 = C, где C ∈ X/α, при этом

Aτ1τ2 ̸= Bτ1τ2 или Aσ1σ2 ̸= Bσ1σ2. Для определенности будем считать, что
Aτ1τ2 ̸= Bτ1τ2. Понятно, что это возможно только в случае, если |C| > 2.
Тогда, очевидно, |Cτ−1

2 | > 2. Учитывая условие на α, имеем Cτ−1
2 = C и,

следовательно, A = B, что противоречит предположению. Итак, LEt(α) яв-
ляется полугруппой. Для α = iX или α = ωX , очевидно, LEt(α) (= Et(α)) –
полугруппа.

Множество всех эквивалентностей на X с n классами мощности > 2 обозна-
чим через Eqn(X).

Описание строения полусильных эндотопизмов произвольного отношения
эквивалентности дает следующая
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Лемма 7. Эндотопизм (τ, σ) отношения эквивалентности α ∈ Eq(X) яв-
ляется полусильным эндотопизмом тогда и только тогда, когда для любого
A ∈ (X/α)τ∗ имеет место равенство

(A ∩Xτ)× (A ∩Xσ) =
⋃

Y ∈Aτ∗−1

(Y τ × Y σ).

Доказательство. Пусть (τ, σ) ∈ HEt(α) и условие леммы не выполняется.
Понятно, что

(A ∩Xτ)× (A ∩Xσ) ⊃
⋃

Y ∈Aτ∗−1

(Y τ × Y σ)

для всех A ∈ (X/α)τ∗. Тогда существует пара (x, y) ∈ α такая, что

(x, y) ∈ (A ∩Xτ)× (A ∩Xσ), (x, y) /∈
⋃

Y ∈Aτ∗−1

(Y τ × Y σ)

для некоторого A ∈ (X/α)τ∗. Отсюда xτ−1 ∩ yσ−1 = ∅ и, как следствие, для
любых x′ ∈ xτ−1, y′ ∈ yσ−1 имеем (x′, y′) /∈ α. Таким образом, (τ, σ) /∈ HEt(α),
что противоречит исходному условию.

Пусть теперь (τ, σ) ∈ Et(α) – такой эндотопизм, что условие леммы выпол-
няется и (xτ, yσ) ∈ α. Тогда для некоторого A ∈ (X/α)τ∗ имеем (xτ, yσ) ∈
(A ∩Xτ)× (A ∩Xσ), откуда по предположению (xτ, yσ) ∈ (Y τ × Y σ) для под-
ходящего Y ∈ Aτ∗−1. Это означает, что xττ−1 ∩ yσσ−1 ̸= ∅ и, следовательно,
найдутся x′ ∈ xττ−1, y′ ∈ yσσ−1 такие, что (x′, y′) ∈ α. Итак, (τ, σ) ∈ HEt(α).

Как показывает следующий пример, множество HEt(α) всех полусильных
эндотопизмов отношения эквивалентности α в общем случае не образует полу-
группу.

Пусть X = {a, b, c, d}, α = iX ∪ {(a, b), (b, a)}. Тогда

(ϕ,ψ) =
((

a b c d

b b d c

)
,

(
a b c d

a b d c

))
∈ HEt(α),

(ϕ′, ψ′) =
((

a b c d

a b a b

)
,

(
a b c d

a b a a

))
∈ HEt(α),

однако

(ϕ,ψ)(ϕ,ψ)

=
((

a b c d

b b d c

)
,

(
a b c d

a b d c

)) ((
a b c d

a b a b

)
,

(
a b c d

a b a a

))
=

((
a b c d

b b b a

)
,

(
a b c d

a b a a

))
/∈ HEt(α).

Лемма 8. Множество HEt(α) всех полусильных эндотопизмов отноше-
ния эквивалентности α ∈ Eq(X) является полугруппой тогда и только то-
гда, когда α – тривиальное отношение эквивалентности.
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Доказательство. Пусть HEt(α), α ∈ Eq(X), – полугруппа. Ясно, что при
|X| < 3 каждое α ∈ Eq(X) удовлетворяет условию данной леммы. Предпо-
ложим, что |X| > 3 и α – нетривиальное отношение эквивалентности на X.
Тогда существует хотя бы один класс A ∈ X/α такой, что |A| > 2. Возьмем
различные элементы a, b ∈ A, c ∈ X \ A и рассмотрим преобразования ϕ,ψ и
ϕ′, ψ′ множества X, определенные следующим образом:

xϕ =

{
c, если x ∈ A,
a в остальных случаях,

xψ =

{
c, если x ∈ A,
b в остальных случаях,

xϕ′ =

{
x, если x ∈ A,
b в остальных случаях,

xψ′ =

{
x, если x ∈ A,
a в остальных случаях

для любого x ∈ X.
Согласно леммам 1 и 7 (ϕ,ψ), (ϕ′, ψ′) ∈ HEt(α), при этом произведения ϕϕ′,

ψψ′ удовлетворяют условиям

xϕϕ′ =

{
b, если x ∈ A,
a в остальных случаях,

xψψ′ =

{
a, если x ∈ A,
b в остальных случаях

для любого x ∈ X.
По лемме 1 (ϕϕ′, ψψ′) ∈ Et(α), а согласно лемме 7 (ϕϕ′, ψψ′) /∈ HEt(α).

Следовательно, HEt(α) не является полугруппой, что противоречит исходному
предположению. Обратно, если α = iX или α = ωX , то HEt(α) (= Et(α)) –
полугруппа.

Заметим, что LEt(α) и HEt(α) как подполугруппы Et(α) (т.е. когда α удовле-
творяет условию леммы 6 и леммы 8 соответственно) являются соответствиями
полугруппы End(α).

§ 4. Регулярность полугрупп эндотопизмов

Определение 7. Полугруппа S называется регулярной, если для любого
a ∈ S существует такой x ∈ S, что axa = a (см. [26; гл. 1, § 1.9]).

Очевидно, что для произвольного α ∈ Eq(X) группа At(α) регулярна. Регу-
лярность полугрупп остальных типов эндотопизмов произвольного отношения
эквивалентности устанавливает следующая

Теорема 1. (i) Полугруппа Et(α), α ∈ Eq(X), регулярна тогда и только
тогда, когда α – тривиальное отношение эквивалентности.

(ii) Полугруппа HEt(α), где α – тривиальная эквивалентность, регулярна.
(iii) Полугруппа LEt(α), где α ∈ Eq1(X) или α = iX , регулярна.
(iv) Полугруппа SEt(α), α ∈ Eq(X), регулярна тогда и только тогда, когда

фактормножество X/α конечно.

Доказательство. (i) Пусть α = iX ; тогда полугруппа Et(α) = iℑ(X) изо-
морфна симметрической полугруппе ℑ(X), которая, как известно, регулярна
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(см. [26; гл. 1, § 1.9]). Если α = ωX , то полугруппа Et(α) = ωℑ(X) регулярна
как прямое произведение двух регулярных полугрупп.

Пусть теперь X – такое множество, что |X| > 3, α – нетривиальное отно-
шение эквивалентности на X и Et(α) – регулярная полугруппа. Понятно, что
|X/α| > 2, кроме того, существует хотя бы один класс A ∈ X/α такой, что
|A| > 2. Возьмем различные элементы a, b ∈ A и определим преобразования
τ, σ множества X следующим образом:

xτ =

{
a, если x ∈ A,
b в противном случае,

xσ =

{
b, если x ∈ A,
a в противном случае

для любого x ∈ X.
Согласно лемме 1 (τ, σ) ∈ Et(α). Поскольку полугруппа Et(α) регулярна,

найдется (ϕ,ψ) ∈ Et(α) такой, что (τ, σ)(ϕ,ψ)(τ, σ) = (τϕτ, σψσ) = (τ, σ). От-
сюда для любых x, y ∈ A имеем

(a, b) = (xτ, yσ) =
(
x(τϕτ), y(σψσ)

)
=

(
(xτ)ϕτ, (yσ)ψσ

)
=

(
(aϕ)τ, (bψ)σ

)
,

следовательно, aϕ ∈ A.
С другой стороны, из условия α ̸= ωX следует, что найдется отличный от A

класс B ∈ X/α, для которого при любых x′, y′ ∈ B

(b, a) = (x′τ, y′σ) =
(
x′(τϕτ), y′(σψσ)

)
=

(
(x′τ)ϕτ, (y′σ)ψσ

)
=

(
(bϕ)τ, (aψ)σ

)
,

откуда bϕ /∈ A.
Таким образом, a, b ∈ A и aϕ ∈ A, однако bϕ /∈ A, a это противоречит тому,

что (ϕ,ψ) – эндотопизм эквивалентности α (см. лемму 1).
(ii) Регулярность полугруппы HEt(α), α ∈ {iX , ωX}, следует из равенства

HEt(α) = Et(α) и утверждения (i).
(iii) Пусть (ϕ,ψ) ∈ LEt(α), α ∈ Eq1(X). Если α = ωX , то LEt(α) регулярна,

так как она совпадает с Et(α).
Пусть теперь α ̸= ωX и класс A ∈ X/α такой, что |A| > 2. Обозначим

Xϕ = X \Xϕ, Xψ = X \Xψ

и положим

Xϕ
1 = {x ∈ Xϕ | xϕ−1 = ∅}, Xϕ

2 = {x ∈ Xϕ | xϕ−1 ̸= ∅},

Xψ
1 = {x ∈ Xψ | xψ−1 = ∅}, Xψ

2 = {x ∈ Xψ | xψ−1 ̸= ∅}.

Возьмем элемент b ∈ X такой, что |b| = 1, и определим преобразования τ и
σ множества X следующим образом:

xτ =


a ∈ xϕ−1, если x ∈ Xϕ,
b, если x ∈ Xϕ

1 ,
c ∈ xϕ−1 : ∃u∈x(uτ = c), если x ∈ Xϕ

2 ,

xσ =


a′ ∈ xψ−1, если x ∈ Xψ,
b, если x ∈ Xψ

1 ,
c′ ∈ xψ−1 : ∃v∈x(vσ = c′), если x ∈ Xψ

2 .
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Согласно лемме 1 (τ, σ) ∈ Et(α). Поскольку при этом τ∗ = σ∗, достаточ-
но охарактеризовать одно из преобразований эндотопизма (τ, σ), например τ .
Рассмотрим такие случаи.

1) |A ∩ Xϕ| = 0. Тогда A ⊆ Xϕ
1 , и по построению τ имеем |Y τ | = 1 для

любого Y ∈ X/α.
2) |A ∩Xϕ| = 1. Тогда A ⊆ Xϕ ∪Xϕ

2 .
Если Y ϕ ∩ A = ∅ для любого Y ∈ X/α, Y ̸= A, то Aτ ⊂ A и |Y τ | = 1 для

любого Y ∈ X/α. Если же Y ϕ∩A ̸= ∅ хотя бы для одного Y ∈ X/α, Y ̸= A, то
Aϕ−1 =

⋃
Y ∈Aτ∗−1 Y . Из построения τ для любого x ∈ A получаем xτ = a, где

a ∈ Aϕ−1, и |Y τ | = 1 для любого Y ∈ X/α.
3) |A ∩Xϕ| > 2. Тогда A ⊆ Xϕ ∪Xϕ

2 , и из условия на α имеем: Y ϕ ∩A = ∅
для любого Y ∈ X/α, Y ̸= A. Значит, Aτ ⊆ A и |Y τ | = 1 для любого Y ∈
X/α, Y ̸= A.

Таким образом, принимая во внимание характеристику преобразований τ ,
σ, согласно лемме 5 получаем (τ, σ) ∈ LEt(α).

Кроме того, для любого x ∈ X имеем (xϕ)τ ∈ xϕϕ−1, (xψ)σ ∈ xψψ−1, откуда

(xϕ)τϕ ∈ (xϕ)ϕ−1ϕ = {xϕ}, (xψ)σψ ∈ (xψ)ψ−1ψ = {xψ}.

Следовательно, (ϕτϕ, ψσψ) = (ϕ,ψ) и в результате

(ϕ,ψ)(τ, σ)(ϕ,ψ) = (ϕ,ψ).

Для случая α = iX понятно, что LEt(α) = Et(α), поэтому полугруппа LEt(α)
регулярна.

(iv) Предположим, что полугруппа SEt(α) регулярна, но фактормножество
X/α бесконечно. Пусть A ∈ X/α – фиксированный класс, τ, σ ∈ End(α) такие,
что τ∗, σ∗ являются равными инъективными преобразованиями и A /∈ (X/α)τ∗.
Заметим, что указанные эндоморфизмы τ, σ всегда существуют, так как X/α

бесконечно. Согласно леммам 1 и 3 (τ, σ) ∈ SEt(α). Тогда найдется (ϕ,ψ) ∈
SEt(α) такой, что (τ, σ) = (τ, σ)(ϕ,ψ)(τ, σ), откуда τ∗ϕ∗τ∗ = τ∗. Это озна-
чает, что ϕ∗|(X/α)τ∗ = τ∗−1, и образ ограничения ϕ∗|(X/α)τ∗ совпадает с X/α.
Поскольку при этом A /∈ (X/α)τ∗, то область определения ϕ∗|(X/α)τ∗ не содер-
жит A. Таким образом, получаем противоречие инъективности ϕ.

Пусть теперь фактормножество X/α конечно и (τ, σ) ∈ SEt(α). Очевидно,
τ∗ – подстановка фактормножества X/α. Определим преобразования ϕ и ψ

множества X по правилу

xϕ =

{
a, a ∈ xτ−1, если x ∈ Xτ ,
b, b ∈ xτ−1, если x /∈ Xτ ,

xψ =

{
c, c ∈ xσ−1, если x ∈ Xσ,
d, d ∈ xσ−1, если x /∈ Xσ,

для любого x ∈ X.
Понятно, что (ϕ,ψ) ∈ SEt(α). Аналогично, как в (iii), можно показать, что

(τ, σ)(ϕ,ψ)(τ, σ) = (τ, σ).
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§ 5. Корегулярность полугрупп эндотопизмов

Определение 8. Полугруппа S называется корегулярной (см. [18]), если
для любого a ∈ S существует такой x ∈ S, что

axa = xax = a.

Понятно, что если S корегулярна, то для любого a ∈ S справедливо равен-
ство

a3 = a(xax)a = (axa)xa = axa = a.

Корегулярность полугрупп всех типов эндотопизмов произвольного отноше-
ния эквивалентности устанавливает следующая

Теорема 2. (i) Полугруппа Et(α), α ∈ Eq(X), корегулярна тогда и только
тогда, когда |X| ∈ {1, 2}.

(ii) Полугруппа HEt(α), где α – тривиальная эквивалентность, корегулярна
тогда и только тогда, когда Et(α) корегулярна.

(iii) Полугруппа SEt(α), α ∈ Eq(X), корегулярна тогда и только тогда,
когда |X| ∈ {1, 2} или |X| = 3, α /∈ {iX , ωX}.

(iv) Полугруппа LEt(α), где α ∈ Eq1(X) или α = iX , корегулярна тогда и
только тогда, когда полугруппа SEt(α) корегулярна.

(v) Группа At(α), α ∈ Eq(X), корегулярна тогда и только тогда, когда
полугруппа SEt(α) корегулярна или |X| = 4, |X/α| = 3.

Доказательство. (i) Пусть X – такое множество, что |X| > 3, и Et(α) –
корегулярная полугруппа. Выберем элементы a, b ∈ X, a ̸= b. Если α = iX , то
пара (ϕ,ϕ), где

xϕ =

{
a, если x ∈ {a, b},
b в противном случае

для любого x ∈ X, будет эндотопизмом эквивалентности α. При этом из усло-
вия корегулярности (ϕ,ϕ) для любого x ∈ X \ {a, b} имеем

b = xϕ = x(ϕϕϕ) = (xϕ)ϕϕ = (bϕ)ϕ = aϕ = a,

что противоречит выбору элементов a, b.
Пусть α ̸= iX . Тогда существуют различные u, v ∈ X такие, что (u, v) ∈ α и

(v, u) ∈ α. Упорядоченная пара (τ, σ), где

xτ =

{
u, если x ∈ {u, v},
v в противном случае,

xσ =

{
v, если x ∈ {u, v},
u в противном случае

для всех x ∈ X, является по лемме 1 эндотопизмом эквивалентности α. При
этом для любого x ∈ X \ {u, v} из условия корегулярности (τ, σ) имеем

(v, u) = (xτ, xσ) = (x(τττ), x(σσσ)) = ((xτ)ττ, (xσ)σσ)

= ((vτ)τ, (uσ)σ) = (uτ, vσ) = (u, v),
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откуда u = v. Полученное противоречие завершает доказательство необходи-
мости утверждения.

Достаточность утверждения очевидна.
(ii) Доказательство следует из (i) и того, что HEt(α) = Et(α) для тривиаль-

ной эквивалентности α.
(iii) Пусть SEt(α), α ∈ Eq(X), – корегулярная полугруппа. Рассмотрим

возможные случаи.
1) α = iX , |X| > 3. Зафиксируем три различных элемента a, b, c ∈ X и

определим преобразования ϕ, ψ множества X следующим образом:

xϕ = xψ =


b, если x = a,
c, если x = b,
a, если x = c,
x в противном случае

для любого x ∈ X.
Согласно леммам 1 и 3 (ϕ,ψ) ∈ SEt(α). Учитывая, что ϕ3 является тож-

дественным преобразованием множества X, из условия корегулярности (ϕ,ψ)
имеем a = b = c, что противоречит выбору элементов a, b, c ∈ X.

2) α = ωX , |X| > 3. Поскольку SEt(iX) ⊂ SEt(ωX) и SEt(iX) не является ко-
регулярной полугруппой, получаем противоречие с корегулярностью SEt(ωX).

3) α /∈ {iX , ωX}, |X| > 3. Предположим, что |X/α| > 3. Зафиксируем три
различных класса A,B,C ∈ X/α и выберем ϕ,ψ ∈ End(α) такие, что ϕ∗ –

инъекция, ϕ∗|{A,B,C} =
(
A B C

B C A

)
и ψ∗ = ϕ∗.

Согласно леммам 1 и 3 (ϕ,ψ) ∈ SEt(α). Из условия корегулярности (ϕ,ψ)
имеем (ϕ3, ψ3) = (ϕ,ψ), откуда (ϕ∗)3 = ϕ∗. Учитывая, что (ϕ∗)3|{A,B,C} –
тождественное преобразование, получаем A = A(ϕ∗)3 = Aϕ∗ = B. А это про-
тиворечит выбору классов A,B ∈ X/α. Таким образом, |X/α| = 2.

Пусть X/α = {D,E}. Допустим, что один из классов, например D, имеет
мощность > 3. Обозначим через T множество пар (f, g) ∈ SEt(α) таких, что
f |E – тождественное преобразование и g|E = f |E . Ясно, что T есть подполу-
группа SEt(α), причем T изоморфна SEt(ωD), |D| > 3. Согласно п. 2) этого
доказательства SEt(ωD) не является корегулярной полугруппой, что противо-
речит корегулярности SEt(α). Следовательно, |D| = |E| = 2.

Пусть

X = {a, b, c, d}, α = iX ∪ {(a, b), (b, a), (c, d), (d, c)}.

Тогда

(ϕ,ψ) =
((

a b c d

c c a b

)
,

(
a b c d

d d b a

))
∈ SEt(α),

однако

(ϕ,ψ)3 =
((

a b c d

c c a a

)
,

(
a b c d

d d a a

))
̸= (ϕ,ψ),

что противоречит корегулярности полугруппы SEt(α).
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Достаточность утверждения устанавливается непосредственной проверкой.
(iv) Необходимость утверждения следует из очевидного факта, что любая

подполугруппа корегулярной полугруппы корегулярна.
Пусть полугруппа SEt(α), где α ∈ Eq1(X) или α = iX , корегулярна. Соглас-

но п. (iii) |X| = 2 или |X| = 3, α /∈ {iX , ωX}. Если |X| = 2, то α тривиальное и
LEt(α) = Et(α), откуда по п. (i) LEt(α) корегулярна. Если же X/α = {A,B},
где A = {1}, B = {2, 3}, то LEt(α) = SEt(α) ∪ I. Здесь I обозначает идеал
LEt(α), состоящий из пар (vi, vj) константных преобразований vi, vj множе-
ства X таких, что (i, j) ∈ α. Очевидно, идеал I корегулярен. Следовательно,
полугруппа LEt(α) корегулярна.

(v) Пусть At(α), α ∈ Eq(X), – корегулярная группа. Рассмотрим следующие
случаи.

1) Среди классов фактормножества X/α существует хотя бы один класс
мощности > 3. Возьмем класс K ∈ X/α такой, что |K| > 3. Аналогично
п. (iii), 3) этой теоремы можно показать, что At(α) содержит подгруппу, изо-
морфную At(iK), которая, как известно из п. (iii), 1), не корегулярна.

2) Среди классов изX/α существует более двух равномощных классов. Пусть
A,B,C ∈ X/α – различные классы одинаковой мощности и ϕ,ψ ∈ Aut(α) такие,

что ϕ∗|{A,B,C} =
(
A B C

B C A

)
и ψ∗ = ϕ∗. Тогда согласно лемме 2 (ϕ,ψ) ∈

At(α) и аналогично п. (iii), 3) приходим к противоречию выбора классов.
3) Среди классов из X/α существует ровно два класса, мощность которых

равна 2. Пусть K,P ∈ X/α такие, что

K = {k1, k2}, P = {p1, p2}.

Определим преобразования ϕ, ψ множества X, полагая

xϕ =



p1, если x = k1,
p2, если x = k2,
k2, если x = p1,
k1, если x = p2,
x в остальных случаях,

xψ =



p2, если x = k1,
p1, если x = k2,
k1, если x = p1,
k2, если x = p2,
x в остальных случаях

для любого x ∈ X.
Согласно лемме 2 (ϕ,ψ) ∈ At(α), при этом (ϕ,ψ)3 = (ψ,ϕ), откуда в силу

корегулярности At(α) имеем ϕ = ψ. А это противоречит выбору подстано-
вок ϕ, ψ.

Таким образом, исключая все случаи, при которых группа At(α) не корегу-
лярна, из 1)–3) получаем: |X| = 4, |X/α| = 3 или |X| = 3, α /∈ {iX , ωX}, или
|X| ∈ {1, 2}.

Если полугруппа SEt(α) корегулярна, то At(α) как подгруппа SEt(α) также
корегулярна. Пусть теперь X = {1, 2, 3, 4} и X/α = {A,B,C}, где A = {1, 2},
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B = {3}, C = {4}. В этом случае

At(α) = iAut(α) ∪
{((

1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
2 1 3 4

))
,((

1 2 3 4
2 1 3 4

)
,

(
1 2 3 4
1 2 3 4

))
,

((
1 2 3 4
1 2 4 3

)
,

(
1 2 3 4
2 1 4 3

))
,((

1 2 3 4
2 1 4 3

)
,

(
1 2 3 4
1 2 4 3

))}
.

Отсюда видно, что группа At(α) корегулярна.

§ 6. Эндотип отношения эквивалентности

Определение 9. Пусть X – произвольное непустое множество, ρ – бинар-
ное отношение на множестве X. Цепочке включений

Et(ρ) ⊇ HEt(ρ) ⊇ LEt(ρ) ⊇ QEt(ρ) ⊇ SEt(ρ) ⊇ At(ρ)

соответствует последовательность (s1, s2, s3, s4, s5), где si ∈ {0, 1}, i ∈ {1, . . . , 5}.
При этом si = 0, если на i-й позиции в приведенной выше последовательности
включений полугруппы совпадают, si = 1 в противном случае. Например,
s3 = 0 означает LEt(ρ) = QEt(ρ), а s5 = 1 указывает на SEt(ρ) ̸= At(ρ).
Значение суммы

∑5
i=1 si · 2i−1 назовем эндотипом бинарного отношения ρ от-

носительно его эндотопизмов и обозначим через Ettype(X, ρ).

Теорема 3. Для любой эквивалентности α на множестве X

Ettype(X,α) =



0, если |X| = 1,
4, если 2 6 |X| <∞, α = iX ,
16, если 2 6 |X|, α = ωX ,
20, если |X| = ∞, α = iX ,
23, если α ̸= iX , α ̸= ωX .

Доказательство. 1) Пусть X – множество, состоящее из одного элемента.
Тогда Eq(X) исчерпывается тривиальной эквивалентностью α = iX = ωX , при
этом, очевидно, At(α) = Et(α) и, следовательно,

Ettype(X,α) =
5∑
i=1

0 · 2i−1 = 0.

2) Пусть X – конечное множество, |X| > 2 и α = iX . Согласно леммам 2, 3
(τ, σ) ∈ At(α) для любого (τ, σ) ∈ SEt(α), поэтому At(α) = SEt(α).

Определим преобразование τ множества X следующим образом: Xτ = {a},
a ∈ X. Согласно леммам 1 и 5 (τ, τ) ∈ LEt(α), при этом (τ, τ) /∈ QEt(α), так
как τ∗ ∈ ℑ(X/α) не является инъективным преобразованием. Значит, QEt(α) ̸=
LEt(α).
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Очевидно, что LEt(α) = Et(α), таким образом,

Ettype(X,α) =
5∑
i=1

si · 2i−1 = 4.

3) Пусть α = ωX , |X| > 2. В этом случае имеем At(α) = ωS(X), где S(X) –
симметрическая группа на X, и SEt(α) = Et(α) = ωℑ(X). Таким образом,
получаем

Ettype(X,α) =
5∑
i=1

si · 2i−1 = 16.

4) Если X – бесконечное множество и α = iX , то в отличие от предыдущего
п. 3) At(α) ̸= SEt(α). Пример подходящего (τ, σ) ∈ SEt(α)\At(α) получаем при
выборе двух различных инъекций τ, σ ∈ ℑ(X), не являющихся сюръекциями.
В данном случае

At(α) ⊂ SEt(α) = QEt(α) ⊂ LEt(α) = HEt(α) = Et(α),

следовательно,

Ettype(X,α) =
5∑
i=1

si · 2i−1 = 20.

5) Пусть α ∈ Eq(X) – нетривиальное отношение эквивалентности. Тогда
|X| > 3, |X/α| > 2 и в X/α существует хотя бы один класс, мощность которого
не менее 2. Имеем At(α) ̸= SEt(α), что следует из лемм 2, 3.

Возьмем различные a, b ∈ X такие, что (a, b) ∈ α, и определим преобразо-
вания τ, σ множества X следующим образом: Xτ = {a}, Xσ = {b}. Согласно
леммам 1 и 5 (τ, σ) ∈ LEt(α), при этом, как следует из леммы 4, (τ, σ) /∈ QEt(α).
Поэтому QEt(α) ̸= LEt(α).

Определим теперь преобразования τ и σ множества X по правилу

xτ =

{
{a, b}, если x = a,
{a} в остальных случаях,

xσ =

{
{a, b}, если x = a,
{b} в остальных случаях

для всех x ∈ X/α. Согласно леммам 1 и 7 (τ, σ) ∈ HEt(α), однако (τ, σ) /∈
LEt(α), что следует из леммы 5. Отсюда LEt(α) ̸= HEt(α).

Наконец, определим τ, σ ∈ ℑ(X), полагая для всех x ∈ X/α

xτ =

{
{a}, если x = a,
{b} в остальных случаях,

xσ =

{
{b}, если x = a,
{a} в остальных случаях.

Согласно лемме 1 (τ, σ) ∈ Et(α), однако, как следует из леммы 7, (τ, σ) /∈
HEt(α). Отсюда HEt(α) ̸= Et(α) и, как следствие, получаем следующую це-
почку включений:

At(α) ⊂ SEt(α) = QEt(α) ⊂ LEt(α) ⊂ HEt(α) ⊂ Et(α).

Итак,

Ettype(X,α) =
5∑
i=1

si · 2i−1 = 23.
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