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В терминах различных конструкций сплетения полугруппы преобразований
с малой категорией и прямого произведения сплетений групп описываются точ-
ные представления трех соответствий полугруппы всех эндоморфизмов произ-
вольного отношения эквивалентности – полугруппы всех эндотопизмов, моно-
ида всех сильных эндотопизмов и соответственно группы всех автотопизмов
данной эквивалентности.
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1. Введение. Основным объектом изучения в данной работе является понятие
соответствия алгебраической системы в смысле Куроша [1]. Соответствия иссле-
довались во многих областях математики: в теории групп [2]–[4] и теории полу-
групп [5]–[8], в теории категорий [9], [10], в гомологической алгебре, алгебраиче-
ской топологии и теории представлений [11]–[13], а также в теории универсаль-
ных алгебр [14]–[16]. В частности, в [3] найден порядок полугруппы соответствий
циклических, диэдральных и элементарных абелевых конечных групп; в [4] опи-
саны отношения Грина на полугруппе соответствий конечной группы, вычислены
количество и порядки классов эквивалентностей Грина; в работах [6]–[8] исследова-
на проблема определимости нильполугрупп, инверсных полугрупп и ортодоксаль-
ных полугрупп своими связками соответствий; в [14], [15] показано, что всякая
компактно-порожденная решетка изоморфна решетке всех соответствий некоторой
универсальной алгебры, и изучены связи между решетками всех подалгебр и решет-
ками всех соответствий частичных универсальных алгебр. В этой работе, продол-
жая указанную цепочку исследований, мы изучаем соответствия полугруппы эндо-
морфизмов произвольного отношения эквивалентности.

Изучению полугрупп эндоморфизмов алгебраических систем и их различных
абстрактных и комбинаторных свойств посвящено достаточно большое количество
работ (см., например, [17]–[20]). Для полугрупп эндоморфизмов некоторых реляци-
онных систем понятием, тесно связанным с соответствием, является понятие эндо-
топизма. Это понятие было введено Поповым [21] как обобщение понятия эндомор-
физма на случай 𝜇-арного отношения, вместе с тем при помощи полугрупп эндо-
топизмов были охарактеризованы c точностью до изотопизма определенные струк-
туры 𝜇-арных отношений. Полугруппы эндотопизмов шести различных типов для
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произвольного отношения эквивалентности изучались авторами в [22], где найдены
условия регулярности и корегулярности каждой из полугрупп эндотопизмов задан-
ного типа и вычислен эндотип эквивалентности. Оказывается, что для любой экви-
валентности полугруппа всех ее эндотопизмов является соответствием полугруппы
эндоморфизмов той же эквивалентности. Понятие же изотопии появилось в иссле-
дованиях по топологии и впоследствии использовалось в теории квазигрупп как
обобщение понятия изоморфизма. Для групп понятие изотопии не играет важной
роли, поскольку по теореме Алберта любые две изотопные группы изоморфны [23].
Однако существуют примеры квазигрупп, изотопных группам, но не изоморфных
им. Класс квазигрупп, изотопных группам, впервые был исследован Белоусовым
в [24], где доказано, что такой класс квазигрупп характеризуется тождеством от
пяти переменных. В этом направлении внимание также уделялось изучению строе-
ния групп автотопий и полугрупп эндотопий произвольных линейных, алинейных,
смешанных линейных квазигрупп и Т-квазигрупп (см. [25], [26]).

Целью настоящей работы является описание точных представлений полугруп-
пы всех эндотопизмов, моноида всех сильных эндотопизмов и группы всех автото-
пизмов отношения эквивалентности. Основные результаты работы распределены
следующим образом. В п. 2 установлено, что моноид эндотопизмов эквивалентно-
сти есть соответствие моноидa всех эндоморфизмов данной эквивалентности. В п. 3
доказано, что полугруппа эндотопизмов любой эквивалентности изоморфна под-
прямому произведению сплетений полугруппы с малой категорией. Кроме того,
описаны еще два точных представления полугруппы эндотопизмов эквивалентно-
сти и все изоморфизмы между моноидaми эндотопизмов данных эквивалентностей.
В п. 4 описаны представления моноида всех сильных эндотопизмов эквивалентно-
сти. Наконец, в п. 5 показано, что группа автотопизмов любой эквивалентности
изоморфна прямому произведению сплетений групп.

2. Основные понятия. Пусть 𝑋 – произвольное непустое множество. Через
ℑ(𝑋) обозначается симметрическая полугруппа на множестве 𝑋.

Эндоморфизмом отношения 𝜌⊆𝑋 ×𝑋 называется преобразование 𝑓 ∈ ℑ(𝑋), для
которого условие (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 влечет (𝑥𝑓, 𝑦𝑓) ∈ 𝜌 при любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. Множество всех
эндоморфизмов отношения 𝜌 относительно операции композиции преобразований
образует полугруппу, которая называется полугруппой эндоморфизмов отношения 𝜌
и обозначается End(𝜌).

Упорядоченная пара (𝜙,𝜓) преобразований 𝜙 и 𝜓 множества 𝑋 называется эндо-
топизмом отношения 𝜌 ⊆ 𝑋 ×𝑋, если из того, что (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌, следует (𝑥𝜙, 𝑦𝜓) ∈ 𝜌
при любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. Множество всех эндотопизмов бинарного отношения 𝜌 относи-
тельно операции покомпонентного умножения образует полугруппу, которая назы-
вается полугруппой эндотопизмов отношения 𝜌. Эту полугруппу будем обозначать
через Et(𝜌). Заметим, что пара тождественных подстановок множества 𝑋 является
единицей полугруппы Et(𝜌).

Если 𝜙 и 𝜓 – подстановки множества 𝑋 и (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 тогда и только тогда, когда
(𝑥𝜙, 𝑦𝜓) ∈ 𝜌 при любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, то упорядоченная пара (𝜙,𝜓) называется автото-
пизмом отношения 𝜌 ⊆ 𝑋 ×𝑋. Множество всех автотопизмов бинарного отноше-
ния 𝜌 относительно операции покомпонентного умножения образует группу, кото-
рая называется группой автотопизмов отношения 𝜌. Обозначим эту группу через
At(𝜌). Очевидно, что At(𝜌) есть подгруппа Et(𝜌).
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Для произвольного множества 𝑋 положим 𝑖𝑋 = {(𝑎, 𝑎) | 𝑎 ∈𝑋} и 𝜔𝐴 = 𝐴×𝐴, где
𝐴 ⊆ 𝑋. Отношения эквивалентности 𝑖𝑋 , 𝜔𝑋 называются тривиальными отношени-
ями на множестве 𝑋.

Рассмотрим несколько примеров.
(а) Упорядоченная пара (𝜏, 𝜎) преобразований множества 𝑋 будет эндотопизмом

отношения 𝜌= 𝑖𝑋 тогда и только тогда, когда 𝜏 = 𝜎. В этом случае Et(𝜌) = 𝑖End(𝜌) =
𝑖ℑ(𝑋) и At(𝜌) = 𝑖Aut(𝜌) = 𝑖𝑆(𝑋), где 𝑆(𝑋) – симметрическая группа на 𝑋.

(b) Возьмем 𝜌 = 𝜔𝑋 . Тогда любая упорядоченная пара (𝜏, 𝜎) преобразований
множества 𝑋 будет эндотопизмом отношения 𝜌. Следовательно,

Et(𝜌) = 𝜔ℑ(𝑋), At(𝜌) = 𝜔𝑆(𝑋).

(с) Пусть 𝜌 – отношение неравенства на 𝑋, т.е. 𝜌 = 𝜔𝑋 ∖ 𝑖𝑋 . Упорядоченную пару
(𝜏, 𝜎) преобразований множества 𝑋 назовем инъективной, если 𝑎𝜏 = 𝑏𝜎 влечет 𝑎= 𝑏
при любых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋. Заметим, что при инъективных 𝜏 , 𝜎 пара (𝜏, 𝜎) не всегда инъ-
ективна, а также инъективность пары (𝜏, 𝜎) не обязательно влечет инъективность
преобразований 𝜏 , 𝜎. Итак, (𝜏, 𝜎) ∈ Et(𝜌) в том и только том случае, если (𝜏, 𝜎)
инъективно.

Пусть 𝑋 – произвольное непустое множество, 𝛼 – отношение эквивалентности
на множестве 𝑋. Через 𝑋/𝛼 будем обозначать фактор-множество множества 𝑋 по
эквивалентности 𝛼, а через 𝑥 – класс эквивалентности, содержащий 𝑥 ∈ 𝑋.

Лемма 1. Упорядоченная пара (𝜏, 𝜎) преобразований множества 𝑋 будет эндо-
топизмом отношения эквивалентности 𝛼 ⊆ 𝑋 ×𝑋 тогда и только тогда, когда
для каждого класса 𝑎 ∈𝑋/𝛼 существует такой класс 𝑏 ∈𝑋/𝛼, что 𝑎𝜏 ⊆ 𝑏 и 𝑎𝜎 ⊆ 𝑏.

Доказательство. Пусть (𝜏, 𝜎) ∈ Et(𝛼), тогда для любого 𝑎 ∈ 𝑋/𝛼 и любых
𝑥, 𝑦 ∈ 𝑎 из условия (𝑥, 𝑦) ∈ 𝛼 следует (𝑥𝜏, 𝑦𝜎) ∈ 𝛼, откуда 𝑥𝜏, 𝑦𝜎 ∈ 𝑏 для некото-
рого 𝑏 ∈ 𝑋/𝛼. В силу произвольности 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑎 имеем 𝑎𝜏 ⊆ 𝑏 и 𝑎𝜎 ⊆ 𝑏.

Предположим, что для преобразований 𝜏, 𝜎 ∈ℑ(𝑋) и каждого 𝑎∈𝑋/𝛼 существует
такой 𝑏 ∈ 𝑋/𝛼, что 𝑎𝜏 ⊆ 𝑏 и 𝑎𝜎 ⊆ 𝑏. Тогда для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 из того, что (𝑥, 𝑦) ∈
𝛼 следует 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑥, откуда по предположению 𝑥𝜏, 𝑦𝜎 ∈ 𝑏 для некоторого 𝑏 ∈ 𝑋/𝛼.
Таким образом, (𝑥𝜏, 𝑦𝜎) ∈ 𝛼 и, как следствие, (𝜏, 𝜎) ∈ Et(𝛼). Лемма доказана.

Поскольку эндотопизмом отношения 𝜌 ⊆ 𝑋 × 𝑋 является упорядоченная пара
преобразований множества 𝑋, множество Et(𝜌) можно рассматривать как бинарное
отношение на симметрической полугруппе ℑ(𝑋).

Для бинарного отношения 𝜌 на множестве 𝑋 множества

pr1 𝜌 = {𝑥 ∈ 𝑋 | ∃ 𝑦 ∈ 𝑋 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌}, pr2 𝜌 = {𝑦 ∈ 𝑋 | ∃𝑥 ∈ 𝑋 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌}

называются соответственно первой и второй проекциями отношения 𝜌 на множите-
ли прямого произведения 𝑋 ×𝑋.

Используя строение эндоморфизмов отношения эквивалентности [27] и лемму 1,
получаем, что для любого отношения эквивалентности 𝛼 на множестве 𝑋 справед-
ливы вложения

pr1 Et(𝛼) ⊆ End(𝛼), pr2 Et(𝛼) ⊆ End(𝛼).

Более того, отношение Et(𝛼) будет отношением эквивалентности на полугруппе
эндоморфизмов End(𝛼).
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Пусть 𝐺 – универсальная алгебра. Если подалгебру из 𝐺×𝐺 рассматривать как
бинарное отношение на множестве 𝐺, то множество Rel(𝐺) всех подалгебр из 𝐺×𝐺
будет полугруппой относительно операции композиции бинарных отношений. Эле-
менты этой полугруппы называются соответствиями алгебры 𝐺, а сама Rel(𝐺) –
полугруппой соответствий данной алгебры [1].

Из леммы 1 и последующих рассуждений получаем

Следствие 1. Для любой эквивалентности 𝛼 на множестве 𝑋 полугруппа
Et(𝛼) является соответствием полугруппы End(𝛼).

Заметим, что данное утверждение справедливо не для любого бинарного отноше-
ния. Действительно, рассмотрим такой пример. Пусть 𝑋 – произвольное непустое
множество, |𝑋|> 3 и 𝜌= (𝑋 ×𝑋) ∖ {(𝑥, 𝑦)}, где 𝑥, 𝑦 ∈𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦. Упорядоченная пара
(𝜏, 𝜎) преобразований множества 𝑋 таких, что

𝑋𝜏 = {𝑥, 𝑦} и 𝑋𝜎 = {𝑎}, 𝑎 ∈ 𝑋, 𝑎 ̸= 𝑦,

будет эндотопизмом бинарного отношения 𝜌, при этом 𝜏 /∈ End(𝜌). Следовательно,
Et(𝜌) не является соответствием полугруппы End(𝜌).

3. Полугруппа эндотопизмов отношения эквивалентности. В настоящее
время во многих работах по полугруппам довольно часто используется конструк-
ция сплетения и ее различные модификации. Так, в [28] была введена конструк-
ция сплетения моноида с малой категорией как обобщение сплетения моноидов.
Впоследствии эта конструкция применялась в различных ситуациях, в частности,
для описания точных представлений полугрупп эндоморфизмов произвольного дей-
ствия, конечных неориентированных графов без кратных ребер, свободного произве-
дения некоторых полугрупп (см. [29]–[31]). Воспользуемся упомянутым сплетением
и в данной работе.

Пусть 𝑋 – произвольное непустое множество, 𝛼 – отношение эквивалентности на
множестве 𝑋. Определим малую категорию 𝐾, полагая

Ob𝐾 = 𝑋/𝛼, Mor𝐾 =
⋃︁

𝑎,𝑏∈Ob𝐾

Map(𝑎, 𝑏),

где Map(𝑎, 𝑏) – множество всех отображений из класса 𝑎 в класс 𝑏. Понятно, что
для каждого морфизма 𝑓 ∈ Mor𝐾 существует одна и только одна упорядоченная
пара объектов 𝑎, 𝑏 ∈ Ob𝐾 такая, что 𝑓 ∈ Mor(𝑎, 𝑏).

Пусть

𝑊 =
{︀
(𝜙, 𝑓) | 𝜙 ∈ ℑ(𝑋/𝛼), 𝑓 ∈ Map(Ob𝐾,Mor𝐾), 𝑎𝑓 ∈ Map(𝑎, 𝑎𝜙) ∀ 𝑎 ∈ 𝑋/𝛼

}︀
и 𝑓𝑎 = 𝑎𝑓 , где 𝑥𝑓𝑎 ∈ 𝑎𝜙 для любого 𝑥 ∈ 𝑎. На множестве 𝑊 определена мультипли-
кативная операция:

(𝜙, 𝑓)(𝜓, 𝑔) = (𝜙𝜓, 𝑓𝑔𝜙),

где (𝑓𝑔𝜙)𝑎 = 𝑓𝑎 𝑔𝑎𝜙, 𝑎 ∈ 𝑋/𝛼.
Относительно этой операции множество 𝑊 образует полугруппу, которая называ-

ется сплетением симметрической полугруппы ℑ(𝑋/𝛼) с малой категорией 𝐾 и обо-
значается через ℑ(𝑋/𝛼) wr𝐾.
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Заметим, что здесь используется двойственная конструкция сплетения по отно-
шению к определенной в [28]. Это объясняется выбором порядка умножения отоб-
ражений слева направо, а не наоборот.

В декартовом квадрате сплетения ℑ(𝑋/𝛼) wr𝐾 на себя выделим следующую под-
полугруппу:

𝑃𝛼𝑋 = {((𝜙, 𝑓), (𝜓, 𝑔)) | 𝜙 = 𝜓}.

Пусть задано произвольное семейство категорий 𝐶𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼. Определим новую
категорию Π𝑖∈𝐼𝐶𝑖, полагая

Ob(Π𝑖∈𝐼𝐶𝑖) = Π𝑖∈𝐼 Ob𝐶𝑖, Mor(Π𝑖∈𝐼𝐶𝑖) = Π𝑖∈𝐼 Mor𝐶𝑖.

Произведение морфизмов в этой категории определяется покомпонентно. Получен-
ная категория называется произведением категорий 𝐶𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼.

Обозначим через 𝐾2 произведение определенной выше категории 𝐾 на себя,
а через 𝐾2

* – полную подкатегорию категории 𝐾2, рассматриваемую на множестве
объектов Ob𝐾2

* = {(𝐴,𝐴) | 𝐴 ∈ Ob𝐾}.
Подобным образом, как в начале этого пункта, для любой эквивалентности 𝛼 на

множестве 𝑋 можно определить сплетение ℑ(𝑋/𝛼) wr𝐾2
* симметрической полугруп-

пы ℑ(𝑋/𝛼) с малой категорией 𝐾2
* . Операция на такой полугруппе ℑ(𝑋/𝛼) wr𝐾2

*
будет следующей:

(𝛾, 𝑓)(𝜇, ℎ) = (𝛾𝜇, 𝑓ℎ𝛾),

где (𝑓ℎ𝛾)(𝑎,𝑎) = 𝑓(𝑎,𝑎)ℎ(𝑎𝛾,𝑎𝛾) для всех (𝑎, 𝑎) ∈ Ob𝐾2
* .

Далее, пусть C — малая категория, 𝑅 — моноид, который действует справа на
множестве𝑋 = Ob C объектов этой категории, и𝑀 =

⋃︀
𝑥,𝑦∈𝑋 MorC (𝑥, 𝑦) – множество

всех морфизмов категории C .
Возьмем натуральное число 𝑛 и положим

𝑉 =
{︀
(𝑟, 𝑓 (1), . . . , 𝑓 (𝑛)) | 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑓 (𝑖) ∈ Map(𝑋,𝑀), 𝑥𝑓 (𝑖) ∈ MorC (𝑥, 𝑥𝑟) ∀𝑥 ∈ 𝑋

}︀
.

Далее, для всех (𝑟, 𝑓 (1), . . . , 𝑓 (𝑛)), (𝑝, 𝑔(1), . . . , 𝑔(𝑛)) ∈ 𝑉 определим умножение

(𝑟, 𝑓 (1), . . . , 𝑓 (𝑛))(𝑝, 𝑔(1), . . . , 𝑔(𝑛)) = (𝑟𝑝, 𝑓 (1)𝑔(1)
𝑟 , . . . , 𝑓 (𝑛)𝑔(𝑛)

𝑟 ),

где 𝑥(𝑓 (𝑖)𝑔
(𝑖)
𝑟 ) = 𝑥𝑓 (𝑖)(𝑥𝑟)𝑔(𝑖) для всех 𝑥 ∈𝑋 и 𝑥𝑓 (𝑖)(𝑥𝑟)𝑔(𝑖) – это композиция морфиз-

мов 𝑥𝑓 (𝑖) и (𝑥𝑟)𝑔(𝑖) в категории C . Заданная таким образом операция ассоциативна.
Кроме того, в полугруппе 𝑉 есть единица

(1, 𝑒, . . . , 𝑒⏟  ⏞  
𝑛

),

где 𝑒 ∈Map(𝑋,𝑀) такое, что 𝑥𝑒 ∈MorC (𝑥, 𝑥) – тождественный морфизм для любо-
го 𝑥 из C .

Моноид 𝑉 с таким умножением назовем 𝑛-кратным сплетением (или 𝑛-спле-
тением) моноида 𝑅 с категорией C и будем обозначать через 𝑅wr(𝑛) C .

Следует отметить, что при 𝑛= 1 мы получаем двойственную конструкцию к спле-
тению, определенному в [28].

Если 𝜙 : 𝑋 → 𝑋 – некоторое преобразование и 𝐴 ⊆ 𝑋, то через 𝜙|𝐴 будем обозна-
чать ограничение преобразования 𝜙 на подмножество 𝐴.

Одним из основных результатов работы является следующая
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Теорема 1. Пусть 𝛼 – отношение эквивалентности на множестве 𝑋 , а 𝐾 –
малая категория, определенная выше. Тогда полугруппы Et(𝛼) и ℑ(𝑋/𝛼) wr(2)𝐾
изоморфны.

Доказательство. Для любого эндотопизма (𝜏, 𝜎) ∈ Et(𝛼) положим

(𝜏, 𝜎)Ξ = (𝜏*, 𝑓𝜏 , 𝑔𝜎),

где 𝜏* ∈ ℑ(𝑋/𝛼) такое, что 𝑎𝜏* = 𝑎𝜏 , и 𝑓𝜏 , 𝑔𝜎 ∈ Map(Ob𝐾,Mor𝐾) такие, что

𝑎𝑓𝜏 = 𝜏 |𝑎, 𝑎𝑔𝜎 = 𝜎|𝑎 для любого 𝑎 ∈ 𝑋/𝛼.

Ясно, что Ξ отображает Et(𝛼) в ℑ(𝑋/𝛼) wr(2)𝐾, при этом инъективность Ξ оче-
видна. Возьмем произвольную упорядоченную тройку (𝜓, 𝑓, 𝑔) ∈ ℑ(𝑋/𝛼) wr(2)𝐾.
Учитывая определение полугруппы ℑ(𝑋/𝛼) wr(2)𝐾, для каждого 𝑎 ∈ 𝑋/𝛼 найдется
такой класс 𝑎𝜓 ∈ 𝑋/𝛼, что 𝑎𝑓𝑎 ⊆ 𝑎𝜓 и 𝑎𝑔𝑎 ⊆ 𝑎𝜓. Согласно лемме 1 упорядоченная
пара (𝜆, 𝜇) преобразований множества 𝑋, определенных по правилу

𝑥𝜆 = 𝑥𝑓𝑥, 𝑥𝜇 = 𝑥𝑔𝑥 для всех 𝑥 ∈ 𝑋,

будет эндотопизмом отношения эквивалентности 𝛼; при этом

(𝜆, 𝜇)Ξ = (𝜆*, 𝑓𝜆, 𝑔𝜇) = (𝜓, 𝑓, 𝑔).

Для завершения доказательства остается показать, что Ξ является гомоморфиз-
мом. Действительно, пусть (𝜏, 𝜎), (𝜌, 𝛿) ∈ Et(𝛼) – такие эндотопизмы, что

(𝜏, 𝜎)Ξ = (𝜏*, 𝑓𝜏 , 𝑔𝜎), (𝜌, 𝛿)Ξ = (𝜌*, 𝑓𝜌, 𝑔𝛿).

Тогда с одной стороны имеем

((𝜏, 𝜎)(𝜌, 𝛿))Ξ = (𝜏𝜌, 𝜎𝛿)Ξ = ((𝜏𝜌)*, 𝑓𝜏𝜌, 𝑔𝜎𝛿),

а с другой стороны,

(𝜏, 𝜎)Ξ(𝜌, 𝛿)Ξ = (𝜏*, 𝑓𝜏 , 𝑔𝜎)(𝜌*, 𝑓𝜌, 𝑔𝛿) = (𝜏*𝜌*, 𝑓𝜏𝑓𝜌𝜏* , 𝑔
𝜎𝑔𝛿𝜏*).

Поскольку для любого 𝑎 ∈ 𝑋/𝛼 выполняются равенства

𝑎(𝜏*𝜌*) = (𝑎𝜏*)𝜌* = 𝑎𝜏𝜌* = (𝑎𝜏)𝜌 = 𝑎(𝜏𝜌) = 𝑎(𝜏𝜌)*,

то 𝜏*𝜌* = (𝜏𝜌)*. Кроме того, для всех 𝑎 ∈ 𝑋/𝛼

𝑎(𝑓𝜏𝑓𝜌𝜏*) = (𝑎𝑓𝜏 )(𝑎𝜏𝑓𝜌) = 𝜏 |𝑎𝜌|𝑎𝜏 , 𝑎𝑓𝜏𝜌 = (𝜏𝜌)|𝑎,

поэтому при любом 𝑥 ∈ 𝑎

𝑥(𝜏 |𝑎𝜌|𝑎𝜏 ) = (𝑥𝜏 |𝑎)𝜌|𝑎𝜏 = (𝑥𝜏)𝜌|𝑎𝜏 = 𝑥(𝜏𝜌) = 𝑥(𝜏𝜌)|𝑎.

Следовательно, 𝑓𝜏𝑓𝜌𝜏* = 𝑓𝜏𝜌.
Аналогично доказывается, что 𝑔𝜎𝑔𝛿𝜏* = 𝑔𝜎𝛿.
Наконец,

((𝜏, 𝜎)(𝜌, 𝛿))Ξ = (𝜏𝜌, 𝜎𝛿)Ξ = ((𝜏𝜌)*, 𝑓𝜏𝜌, 𝑔𝜎𝛿) = (𝜏*𝜌*, 𝑓𝜏𝑓𝜌𝜏* , 𝑔
𝜎𝑔𝛿𝜏*)

= (𝜏*, 𝑓𝜏 , 𝑔𝜎)(𝜌*, 𝑓𝜌, 𝑔𝛿) = (𝜏, 𝜎)Ξ(𝜌, 𝛿)Ξ.

Теорема доказана.
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Лемма 2. Сплетение ℑ(𝑋/𝛼) wr(2)𝐾 изоморфно каждой из полугрупп 𝑃𝛼𝑋 и
ℑ(𝑋/𝛼) wr𝐾2

* .

Доказательство. Для любого (𝜙, 𝑓, 𝑔) ∈ ℑ(𝑋/𝛼) wr(2)𝐾 положим

(𝜙, 𝑓, 𝑔)Θ = ((𝜙, 𝑓), (𝜙, 𝑔)), (𝜙, 𝑓, 𝑔)Υ = (𝜙, ℎ𝑓,𝑔),

где
(𝑎, 𝑎)ℎ𝑓,𝑔 = (𝑓𝑎, 𝑔𝑎) для всех (𝑎, 𝑎) ∈ Ob𝐾2

* .

Тогда, как нетрудно убедиться, Θ является изоморфизмом ℑ(𝑋/𝛼) wr(2)𝐾 на 𝑃𝛼𝑋 ,
а Υ – изоморфизмом ℑ(𝑋/𝛼) wr(2)𝐾 на ℑ(𝑋/𝛼) wr𝐾2

* .

Из теоремы 1 и леммы 2 получаем

Следствие 2. Полугруппа Et(𝛼) изоморфна полугруппам 𝑃𝛼𝑋 и ℑ(𝑋/𝛼) wr𝐾2
* .

В дальнейшем элементы полугруппы Et(𝛼) будем отождествлять с соответству-
ющими им элементами сплетения ℑ(𝑋/𝛼) wr(2)𝐾.

Следствие 3. Для любой эквивалентности 𝛼 на конечном множестве 𝑋

|Et(𝛼)| =
∑︁

𝜙∈ℑ(𝑋/𝛼)

(︂ ∏︁
𝑥∈𝑋/𝛼

|𝑥𝜙||𝑥|
)︂2

.

Рассмотрим теперь вопрос, насколько полно полугруппа эндотопизмов Et(𝜌) ха-
рактеризует отношение эквивалентности 𝜌.

Пусть 𝜌 – отношение эквивалентности на множестве 𝑋. Через 𝜈𝑎, 𝑎 ∈ 𝑋, обозна-
чим константное преобразование множества 𝑋, т.е. 𝑥𝜈𝑎 = 𝑎 для всех 𝑥 ∈ 𝑋, а через
Et𝐶(𝜌) – множество всех эндотопизмов отношения 𝜌 вида (𝜈𝑎, 𝜈𝑎), 𝑎 ∈ 𝑋.

Ясно, элементы из Et𝐶(𝜌) и только они обладают тем свойством, что

Et(𝜌) · (𝜈𝑎, 𝜈𝑎) = {(𝜈𝑎, 𝜈𝑎)},

т.е. Et𝐶(𝜌) – минимальный правый идеал полугруппы Et(𝜌).
Имеет место следующая

Теорема 2. Пусть 𝛼 – отношение эквивалентности на множестве 𝑋 , 𝛽 –
отношение эквивалентности на множестве 𝑋 ′ . Если соответствия Et(𝛼) и Et(𝛽)
изоморфны, то реляционные системы (𝑋,𝛼) и (𝑋 ′, 𝛽) изоморфны.

Доказательство. Пусть Θ – произвольный изоморфизм полугруппы Et(𝛼) на
Et(𝛽) и (𝜈𝑎, 𝜈𝑎) ∈ Et𝐶(𝛼). Покажем вначале, что Et𝐶(𝛼)Θ = Et𝐶(𝛽). Поскольку Θ –
изоморфизм, то

(𝜙,𝜓)Θ · (𝜈𝑎, 𝜈𝑎)Θ = ((𝜙,𝜓) · (𝜈𝑎, 𝜈𝑎))Θ = (𝜈𝑎, 𝜈𝑎)Θ

для любого (𝜙,𝜓) ∈ Et(𝛼). Следовательно, (𝜈𝑎, 𝜈𝑎)Θ ∈ Et𝐶(𝛽). Это означает, что
Et𝐶(𝛼)Θ⊆Et𝐶(𝛽). Используя обратный изоморфизм Θ−1, аналогично доказывается
обратное включение Et𝐶(𝛽) ⊆ (Et𝐶(𝛼))Θ.

Теперь для любого 𝑎 ∈ 𝑋 имеем

(𝑎, 𝑎) ∈ 𝛼 ⇐⇒ (𝜈𝑎, 𝜈𝑎) ∈ Et𝐶(𝛼) ⇐⇒ (𝜈𝑎, 𝜈𝑎)Θ ∈ Et𝐶(𝛽)

⇐⇒ (𝜈𝑎′ , 𝜈𝑎′) ∈ Et𝐶(𝛽) ⇐⇒ (𝑎′, 𝑎′) ∈ 𝛽, где 𝑎′ ∈ 𝑋 ′.
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Таким образом, отображение Θ индуцирует биекцию 𝑓Θ между элементами мно-
жеств 𝑋 и 𝑋 ′:

𝑎𝑓Θ = 𝑎′ ⇐⇒ (𝜈𝑎, 𝜈𝑎)Θ = (𝜈𝑎′ , 𝜈𝑎′)

для всех 𝑎 ∈ 𝑋.
Предположим, что 𝑖End(𝛼)Θ ̸= 𝑖End(𝛽). Тогда найдется такой эндотопизм (𝜙,𝜓) ∈

𝑖End(𝛼), что (𝜙,𝜓)Θ = (𝜙′, 𝜓′) /∈ 𝑖End(𝛽). Отсюда 𝜙′ ̸= 𝜓′ и, как следствие, 𝑡′𝜙′ ̸= 𝑡′𝜓′

для некоторого 𝑡′ ∈ 𝑋 ′. Полагая 𝑡𝑓Θ = 𝑡′, с одной стороны, получаем

((𝜈𝑡, 𝜈𝑡)(𝜙,𝜓))Θ = (𝜈𝑡𝜙, 𝜈𝑡𝜓)Θ = (𝜈(𝑡𝜙)′ , 𝜈(𝑡𝜙)′) ∈ Et𝐶(𝛽),

а с другой стороны,

((𝜈𝑡, 𝜈𝑡)(𝜙,𝜓))Θ = (𝜈𝑡, 𝜈𝑡)Θ(𝜙,𝜓)Θ = (𝜈𝑡′ , 𝜈𝑡′)(𝜙′, 𝜓′) = (𝜈𝑡′𝜙′ , 𝜈𝑡′𝜓′) /∈ Et𝐶(𝛽),

поскольку 𝑡′𝜙′ ̸= 𝑡′𝜓′.
Таким образом, предположение неверно, и значит, 𝑖End(𝛼)Θ = 𝑖End(𝛽). Учитывая,

что полугруппа эндоморфизмов произвольного бинарного отношения естественным
образом изоморфно вкладывается в полугруппу эндотопизмов этого отношения,
получаем End(𝛼) ∼= End(𝛽). Отсюда по теореме Глускина [32] следует, что (𝑋,𝛼) ∼=
(𝑋 ′, 𝛽). Теорема доказана.

Отметим, что в [21] с использованием свойства проекций бинарных отношений
была показана определяемость квазиупорядоченных множеств с точностью до изо-
морфизма или антиизоморфизма своей полугруппой эндотопизмов.

Далее, выясним, как устроены изоморфизмы между полугруппами эндотопизмов
произвольных эквивалентностей.

Теорема 3. Пусть 𝛼 – отношение эквивалентности на множестве 𝑋 , 𝛽 –
отношение эквивалентности на множестве 𝑋 ′ . Отображение Υ соответствия
Et(𝛼) на соответствие Et(𝛽) является изоморфизмом тогда и только тогда, когда
оно представляется в виде

𝑔Υ = 𝜏−1𝑔𝜏 для всех 𝑔 ∈ Et(𝛼),

где 𝜏 – некоторый изотопизм реляционной системы (𝑋,𝛼) на (𝑋 ′, 𝛽).

Доказательство. Пусть Υ: 𝑔 ↦→ 𝑔′ – произвольный изоморфизм соответствия
Et(𝛼) на Et(𝛽). Покажем, что любой эндотопизм 𝑔′ ∈ Et(𝛽) имеет вид 𝑔′ = 𝜏−1𝑔𝜏 для
подходящего изотопизма 𝜏 системы (𝑋,𝛼) на (𝑋 ′, 𝛽). По теореме 2 Υ индуцирует
изоморфизм Υ* : End(𝛼) → End(𝛽), откуда по теореме Глускина [32] имеем 𝜑Υ* =
𝜂−1𝜑𝜂 для всех 𝜑 ∈ End(𝛼) и некоторого изоморфизма 𝜂 : (𝑋,𝛼)→ (𝑋,𝛽). Очевидно,
что 𝜏 = (𝜂, 𝜂) – изотопизм (𝑋,𝛼) на (𝑋 ′, 𝛽). Таким образом, для любого 𝑔 = (𝑔1, 𝑔2) ∈
Et(𝛼) имеем

𝑔Υ = (𝑔1Υ*, 𝑔2Υ*) = (𝜂−1𝑔1𝜂, 𝜂
−1𝑔2𝜂) = (𝜂−1, 𝜂−1)(𝑔1, 𝑔2)(𝜂, 𝜂) = 𝜏−1𝑔𝜏.

Возьмем теперь произвольный изотопизм 𝜏 = (𝜏1, 𝜏2) из (𝑋,𝛼) на (𝑋 ′, 𝛽) и для
всех 𝑔 ∈ Et(𝛼) положим 𝑔Υ = 𝜏−1𝑔𝜏 . Понятно, что Υ отображает Et(𝛼) в Et(𝛽).
Кроме того, для любых (𝜙1, 𝜓1), (𝜙2, 𝜓2) ∈ Et(𝛼) имеем

((𝜙1, 𝜓1)(𝜙2, 𝜓2))Υ = (𝜙1𝜙2, 𝜓1𝜓2)Υ = (𝜏−1
1 (𝜙1𝜙2)𝜏1, 𝜏−1

2 (𝜓1𝜓2)𝜏2)

= ((𝜏−1
1 𝜙1𝜏1)(𝜏−1

1 𝜙2𝜏1), (𝜏−1
2 𝜓1𝜏2)(𝜏−1

2 𝜓2𝜏2))



СООТВЕТСТВИЯ ПОЛУГРУППЫ ЭНДОМОРФИЗМОВ 225

= (𝜏−1
1 𝜙1𝜏1, 𝜏

−1
2 𝜓1𝜏2) · (𝜏−1

1 𝜙2𝜏1, 𝜏
−1
2 𝜓2𝜏2)

= (𝜙1, 𝜓1)Υ · (𝜙2, 𝜓2)Υ.

Биективность отображения Υ очевидна. Теорема доказана.

4. Моноид сильных эндотопизмов отношения эквивалентности. Поня-
тие сильного эндоморфизма графа было введено в [33] и изучалось вместе с другими
типами эндоморфизмов, например, в [20], [30], [34]. Здесь мы вводим понятие силь-
ного эндотопизма бинарного отношения.

Эндотопизм (𝜙,𝜓) бинарного отношения 𝜌 на множестве 𝑋 назовем сильным
эндотопизмом, если из того, что (𝑥𝜙, 𝑦𝜓) ∈ 𝜌, следует (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 при любых 𝑥, 𝑦 ∈𝑋.
Множество всех сильных эндотопизмов бинарного отношения 𝜌 относительно опера-
ции покомпонентного умножения образует моноид, который будем называть моно-
идом сильных эндотопизмов отношения 𝜌. Обозначим этот моноид через SEt(𝜌).
Ясно, что SEt(𝜌) есть подполугруппа Et(𝜌).

Описание сильных эндотопизмов отношения эквивалентности дает

Лемма 3. Эндотопизм (𝜏, 𝜎) отношения эквивалентности 𝛼⊆𝑋 ×𝑋 является
сильным эндотопизмом тогда и только тогда, когда отображение 𝜏* , определен-
ное по правилу 𝑎𝜏* = 𝑎𝜏 для всех 𝑎 ∈𝑋/𝛼, является инъективным преобразованием
фактор-множества 𝑋/𝛼.

Доказательство. Возьмем (𝜏, 𝜎) ∈ SEt(𝛼) и предположим, что 𝑎𝜏* = 𝑏𝜏* для
некоторых различных 𝑎, 𝑏 ∈𝑋/𝛼. Тогда (𝑎𝜏, 𝑏𝜎) ∈ 𝛼, однако (𝑎, 𝑏) /∈ 𝛼, а это противо-
речит тому, что эндоморфизм (𝜏, 𝜎) сильный. Таким образом, 𝜏* есть инъективное
преобразование 𝑋/𝛼.

Обратное утверждение очевидно. Лемма доказана.

Учитывая справедливость последней леммы и для эндоморфизмов эквивалент-
ности, с одной стороны, получаем, что SEt(𝛼) есть эквивалентность на моноиде
SEnd(𝛼), а с другой, что SEt(𝛼) – соответствие полугруппы SEnd(𝛼).

Пусть 𝛼 – отношение эквивалентности на множестве 𝑋, 𝐾 – малая категория,
определенная так же, как в п. 3. Через ℑin(𝑋/𝛼) обозначим полугруппу всех инъек-
тивных преобразований фактор-множества 𝑋/𝛼 и выделим в декартовом квадрате
сплетения ℑin(𝑋/𝛼) wr𝐾 на себя такую подполугруппу:

𝑆𝛼𝑋 = {((𝜙, 𝑓), (𝜓, 𝑔)) | 𝜙 = 𝜓}.

Обозначим через ℑin(𝑋/𝛼) wr𝐾2
* сплетение полугруппы преобразований ℑin(𝑋/𝛼)

с малой категорией 𝐾2
* , а через ℑin(𝑋/𝛼) wr(2)𝐾 – 2-кратное сплетение полугруппы

ℑin(𝑋/𝛼) с категорией 𝐾 (см. п. 3).
Имеет место следующая

Теорема 4. Пусть 𝛼 – отношение эквивалентности на множестве 𝑋 . Полу-
группа SEt(𝛼) изоморфна каждой из следующих полугрупп:

(i) подпрямому произведению 𝑆𝛼𝑋 моноида (ℑin(𝑋/𝛼)) wr𝐾)× (ℑin(𝑋/𝛼)) wr𝐾);
(ii) сплетению ℑin(𝑋/𝛼) wr𝐾2

* моноида ℑin(𝑋/𝛼) с категорией 𝐾2
* ;

(iii) 2-кратному сплетению ℑin(𝑋/𝛼) wr(2)𝐾 моноида преобразований ℑin(𝑋/𝛼)
с малой категорией 𝐾 .

3 Математические заметки, т. 97, вып. 2
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Доказательство аналогично доказательствам теоремы 1 и леммы 2.

В случае, когда множество 𝑋 конечно, очевидно ℑin(𝑋/𝛼) = 𝑆(𝑋/𝛼).

Следствие 4. Для любой эквивалентности 𝛼 на конечном множестве 𝑋

|SEt(𝛼)| =
∑︁

𝜙∈𝑆(𝑋/𝛼)

(︂ ∏︁
𝑥∈𝑋/𝛼

|𝑥𝜙||𝑥|
)︂2

.

Рассмотрим следующий пример. Пусть на множестве 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓} задано
отношение эквивалентности

𝛼 = (𝐴1 ×𝐴1) ∪ (𝐴2 ×𝐴2) ∪ (𝐴3 ×𝐴3),

где 𝐴1 = {𝑎}, 𝐴2 = {𝑏, 𝑐}, 𝐴3 = {𝑑, 𝑒, 𝑓}.
В этом случае Ob𝐾 = {𝐴1, 𝐴2, 𝐴3}, морфизмы категории 𝐾 – всевозможные отоб-

ражения из любого класса эквивалентности 𝛼 в любой другой класс и ℑin(𝑋/𝛼) =
𝑆3, где 𝑆3 – симметрическая группа на 3-элементном множестве. По теореме 4 имеем

SEt(𝛼) ∼= 𝑆3 wr(2)𝐾 ∼= 𝑆3 wr𝐾2
*
∼= 𝑆𝛼𝑋 .

Кроме того, по следствию 4 получаем

|SEt(𝛼)| =
∑︁
𝜙∈𝑆3

(︂ 3∏︁
𝑖=1

(𝑖𝜙)𝑖
)︂2

= (22 · 33)2 + (32 · 23)2 + (2 · 33)2 + (2 · 32)2 + (3 · 23)2 + (3 · 22)2 = 20808.

5. Группа автотопизмов отношения эквивалентности. В этом пункте мы
изучаем точные представления группы автотопизмов эквивалентности в терминах
различных конструкций сплетения.

Пусть 𝑋 – произвольное непустое множество, 𝛼 – отношение эквивалентности на
множестве 𝑋. Очевидной является следующая

Лемма 4. Упорядоченная пара (𝜏, 𝜎) подстановок множества 𝑋 будет авто-
топизмом отношения эквивалентности 𝛼 ⊆ 𝑋 ×𝑋 тогда и только тогда, когда
для каждого класса 𝑎 ∈𝑋/𝛼 существует такой класс 𝑏 ∈𝑋/𝛼, что 𝑎𝜏 = 𝑏 и 𝑎𝜎 = 𝑏.

Из этой леммы и строения автоморфизмов произвольной эквивалентности следу-
ет, что для любой эквивалентности 𝛼 справедливы включения:

pr1 At(𝛼) ⊆ Aut(𝛼), pr2 At(𝛼) ⊆ Aut(𝛼).

Более того, с одной стороны отношение At(𝛼) будет эквивалентностью на груп-
пе автоморфизмов Aut(𝛼), а с другой – соответствием полугруппы эндоморфизмов
End(𝛼) и, в частности, группы Aut(𝛼).

Определим малую категорию K, полагая

Ob K = 𝑋/𝛼, Mor K =
⋃︁

𝑎,𝑏∈Ob K

Map𝑏(𝑎, 𝑏),

где Map𝑏(𝑎, 𝑏) – множество всех биекций из класса 𝑎 в класс 𝑏.
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Через 𝐵(𝑋/𝛼) обозначим множество всех биекций 𝛿 : 𝑋/𝛼→𝑋/𝛼 таких, что |𝑎|=
|𝑎𝛿| для каждого 𝑎 ∈ 𝑋/𝛼. Понятно, что 𝐵(𝑋/𝛼) является подгруппой группы всех
подстановок на фактормножестве 𝑋/𝛼.

В прямом произведении сплетения 𝐵(𝑋/𝛼) wr K на себя выделим подгруппу:

𝐴𝛼𝑋 = {((𝜙, 𝑓), (𝜓, 𝑔)) | 𝜙 = 𝜓}.

Обозначим через 𝐵(𝑋/𝛼) wr K2
* сплетение группы подстановок 𝐵(𝑋/𝛼) с малой

категорией K2
*, а через 𝐵(𝑋/𝛼) wr(2) K – 2-кратное сплетение той же группы 𝐵(𝑋/𝛼)

с категорией K, которые определяются аналогично подобным конструкциям спле-
тения из п. 3.

Теорема 5. Пусть 𝛼 – отношение эквивалентности на множестве 𝑋 . Группа
At(𝛼) изоморфна каждой из следующих групп:

(i) подпрямому произведению 𝐴𝛼𝑋 группы (𝐵(𝑋/𝛼) wr K)× (𝐵(𝑋/𝛼) wr K);
(ii) сплетению 𝐵(𝑋/𝛼) wr K2

* группы подстановок 𝐵(𝑋/𝛼) с категорией K2
* ;

(iii) 2-кратному сплетению 𝐵(𝑋/𝛼) wr(2) K группы подстановок 𝐵(𝑋/𝛼) с малой
категорией K.

Доказательство аналогично доказательствам теоремы 1 и леммы 2.

В случае, когда множество 𝑋 конечное, имеем

|At(𝛼)| = |𝐵(𝑋/𝛼)| ·
(︂ ∏︁
𝐴∈𝑋/𝛼

|𝐴|!
)︂2

.

В конце работы рассмотрим другую конструкцию сплетения – сплетение групп,
в терминах которой опишем представление группы автотопизмов эквивалентности.

Возьмем эквивалентность 𝛼 на множестве 𝑋 и положим 𝑋/𝛼 = {𝐾𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽}.
Через 𝑃 обозначим множество всех представителей, взятых в точности по одному
из каждого класса эквивалентности отношения равномощности ∼ на 𝑋/𝛼, и пусть
𝑌 = {𝑖 | 𝐾𝑖 ∈ 𝑃}.

Для каждого 𝑖 ∈ 𝑌 положим

𝑖 = {𝑗 ∈ 𝐽 | 𝐾𝑖 ∼ 𝐾𝑗}, 𝑋𝑖 =
⋃︁
𝑗∈𝑖

𝐾𝑗 𝛼𝑖 = 𝛼 ∩ (𝑋𝑖 ×𝑋𝑖).

Понятно, что 𝛼𝑖 – эквивалентность на 𝑋𝑖 для всех 𝑖 ∈ 𝑌 и
⋃︀
𝑖∈𝑌 𝑋𝑖 = 𝑋.

Из леммы 4 следует, что (𝜙,𝜓) ∈ At(𝛼) тогда и только тогда, когда 𝜙 ∈ Aut(𝛼),
𝜓 ∈ Aut(𝛼) и 𝑎𝜙 = 𝑎𝜓 для всех 𝑎 ∈𝑋/𝛼. Учитывая, что подстановка 𝜂 множества 𝑋
принадлежит Aut(𝛼) только в том случае, когда 𝜂|𝑋𝑖 ∈ Aut(𝛼𝑖) для всех 𝑖 ∈ 𝑌 ,
получаем следующее утверждение.

Лемма 5. Для каждой эквивалентности 𝛼 на множестве 𝑋 соответствие
At(𝛼) изоморфно прямому произведению

∏︀
𝑖∈𝑌 At(𝛼𝑖) соответствий At(𝛼𝑖), 𝑖 ∈ 𝑌 .

Пусть 𝐺 – произвольная группа, 𝑆(𝑋) – симметрическая группа на множестве 𝑋.
Через Fun(𝑋;𝐺) обозначим прямое произведение изоморфных копий 𝐺𝑥 группы 𝐺,
которые индексированы элементами множества 𝑋. Таким образом, Fun(𝑋;𝐺) явля-
ется группой всех функций 𝑋 → 𝐺 с обычной операцией композиции функций.

3*
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Определим на множестве 𝑆(𝑋)× Fun(𝑋;𝐺) операцию по правилу

(𝑔1; 𝑓1)(𝑔2; 𝑓2) = (𝑔1𝑔2; 𝑓
𝑔2
1 𝑓2),

где 𝑥𝑓𝑔21 = (𝑥𝑔−1
2 )𝑓1 для всех 𝑥 ∈ 𝑋.

Относительно только что определенной операции множество 𝑆(𝑋)×Fun(𝑋;𝐺) яв-
ляется группой, которая называется сплетением группы 𝐺 с симметрической груп-
пой 𝑆(𝑋) (см., например, [35]). Полученная группа обозначается через GWrS(𝑋).

В терминах сплетений групп получаем описание соответствий At(𝛼𝑖), 𝑖 ∈ 𝑌 .

Лемма 6. Для любого элемента 𝑖 ∈ 𝑌 cоответствие At(𝛼𝑖) изоморфно сплете-
нию At(𝛼𝑖|𝐾𝑖) Wr𝑆(𝑖) cоответствия At(𝛼𝑖|𝐾𝑖) с симметрической группой 𝑆(𝑖).

Доказательство. Пусть 𝑔 = (𝜙,𝜓) – произвольный автотопизм отношения 𝛼𝑖,
𝑖 ∈ 𝑌 , а 𝜙* : 𝑖→ 𝑖 – биекция, которая индуцируется автотопизмом 𝑔. Для всех 𝜆, 𝜇 ∈ 𝑖
зафиксируем биекции 𝑓 (𝜆,𝜇) : 𝐾𝜆 → 𝐾𝜇 такие, что 𝑓 (𝜆,𝜆), 𝜆 ∈ 𝑖, – тождественные
подстановки и выполняются равенства 𝑓 (𝜆,𝜇)𝑓 (𝜇,𝜆) = 𝑓 (𝜆,𝜆).

Для любого 𝑔 = (𝜙,𝜓) ∈ At(𝛼𝑖) положим 𝑔Ω = (𝜙*, ̃︀𝑔 ), где

𝑗̃︀𝑔 =
(︁
𝑓 (𝑖,𝑗𝜙*

−1
)𝜙|𝐾

𝑗𝜙*−1 𝑓
(𝑗,𝑖), 𝑓 (𝑖,𝑗𝜓*

−1
)𝜓|𝐾

𝑗𝜓*−1 𝑓
(𝑗,𝑖)

)︁
для всех 𝑗 ∈ 𝑖. Поскольку 𝑓 (𝜆,𝜇) есть изоморфизм из (𝐾𝜆, 𝛼𝑖|𝐾𝜆) на (𝐾𝜇, 𝛼𝑖|𝐾𝜇) для
всех 𝜆, 𝜇 ∈ 𝑖 , то отображение ̃︀𝑔, а следовательно, и Ω заданы корректно, причем Ω
отображает соответствие At(𝛼𝑖) в сплетение At(𝛼𝑖|𝐾𝑖) Wr𝑆(𝑖).

Пусть 𝑔1 = (𝜙1, 𝜓1), 𝑔2 = (𝜙2, 𝜓2) ∈ At(𝛼𝑖), тогда

𝑔1Ω = (𝜙*1, ̃︀𝑔1), 𝑔2Ω = (𝜙*2, ̃︀𝑔2) и (𝑔1𝑔2)Ω = ((𝜙1𝜙2)*, ̃︂𝑔1𝑔2).
Ясно, что (𝜙1𝜙2)* = 𝜙*1𝜙

*
2 (см. теорема 1). Кроме того, 𝑔1Ω𝑔2Ω = (𝜙*1𝜙

*
2, ̃︀𝑔𝜙*21 ̃︀𝑔2), где

𝑗(̃︀𝑔𝜙*21 ̃︀𝑔2) = 𝑗̃︀𝑔𝜙*21 𝑗̃︀𝑔2 = (𝑗𝜙*
−1

2 )̃︀𝑔1𝑗̃︀𝑔2
=

(︁
𝑓 (𝑖,(𝑗𝜙*

−1
2 )𝜙*

−1
1 )𝜙1|𝐾

(𝑗𝜙*−1
2 )𝜙*−1

1

𝑓 (𝑗𝜙*
−1

2 ,𝑖), 𝑓 (𝑖,(𝑗𝜓*
−1

2 )𝜓*
−1

1 )𝜓1|𝐾
(𝑗𝜓*−1

2 )𝜓*−1
1

𝑓 (𝑗𝜓*
−1

2 ,𝑖)
)︁

×
(︁
𝑓 (𝑖,𝑗𝜙*

−1
2 )𝜙2|𝐾

𝑗𝜙*−1
2

𝑓 (𝑗,𝑖), 𝑓 (𝑖,𝑗𝜓*
−1

2 )𝜓2|𝐾
𝑗𝜓*−1

2

𝑓 (𝑗,𝑖)
)︁

=
(︁
𝑓 (𝑖,𝑗(𝜙1𝜙2)

*−1
)𝜙1|𝐾

(𝜙1𝜙2)*−1 )
𝜙2|𝐾

𝑗𝜙*−1
2

𝑓 (𝑗,𝑖),

𝑓 (𝑖,𝑗(𝜓1𝜓2)
*−1

)𝜓1|𝐾
𝑗(𝜓1𝜓2)*−1 )

𝜓2|𝐾
𝑗𝜓*−1

2

𝑓 (𝑗,𝑖)
)︁

=
(︁
𝑓 (𝑖,𝑗(𝜙1𝜙2)

*−1
)(𝜙1𝜙2)|𝐾

𝑗(𝜙1𝜙2)*−1 𝑓
(𝑗,𝑖), 𝑓 (𝑖,𝑗(𝜓1𝜓2)

*−1
)(𝜓1𝜓2)|𝐾

𝑗(𝜓1𝜓2)*−1 𝑓
(𝑗,𝑖)

)︁
= 𝑗 ̃︂𝑔1𝑔2

для всех 𝑗 ∈ 𝑖. Таким образом, Ω – гомоморфизм. Биективность отображения Ω
проверяется непосредственно. Лемма доказана.

Для любого 𝜆 ∈ 𝑖, очевидно, 𝛼𝑖|𝐾𝜆 = 𝜔𝐾𝜆 , поэтому At(𝛼𝑖|𝐾𝜆) = 𝜔𝑆(𝐾𝜆) (см. при-
мер (b), п. 2). Отсюда и из лемм 5 и 6 следует



СООТВЕТСТВИЯ ПОЛУГРУППЫ ЭНДОМОРФИЗМОВ 229

Теорема 6. Группа автотопизмов At(𝛼) произвольной эквивалентности 𝛼 на
множестве 𝑋 изоморфна прямому произведению

∏︀
𝑖∈𝑌 𝑆(𝐾𝑖)× 𝑆(𝐾𝑖) Wr𝑆(𝑖) спле-

тений декартового квадрата 𝑆(𝐾𝑖)× 𝑆(𝐾𝑖) с симметрической группой 𝑆(𝑖). Более
того, если 𝑋 – конечное множество, то

|At(𝛼)| =
∏︁
𝑖∈𝑌

(|𝐾𝑖|!2 · |𝑖|).
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