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Пусть X – произвольное непустое множество и ρ ⊆ X ×X. Упорядоченная
пара (φ, ψ) преобразований φ и ψ множества X называется эндотопизмом [1]
отношения ρ, если из (x, y) ∈ ρ следует, что (xφ, yψ) ∈ ρ при любых x, y ∈ X.
Множество всех эндотопизмов бинарного отношения ρ относительно операции
покомпонентного умножения образует полугруппу, которую будем обозначать
через Et (ρ).

Эндотопизм (φ, ψ) отношения ρ ⊆ X ×X будем называть полусильным эн-
дотопизмом, если из (xφ, yψ) ∈ ρ следует, что существуют такие x′ ∈ xφφ−1,
y′ ∈ yψψ−1, что (x′, y′) ∈ ρ. Множество всех полусильных эндотопизмов отно-
шения ρ обозначим через HEt(ρ).

Эндотопизм (φ, ψ) отношения ρ ⊆ X × X назовем локально сильным эн-
дотопизмом, если из (xφ, yψ) ∈ ρ следует, что для каждого x′ ∈ xφφ−1 най-
дется такой y′ ∈ yψψ−1, что (x′, y′) ∈ ρ, и аналогично для каждого прообраза
y′ ∈ yψψ−1. Множество всех локально сильных эндотопизмов отношения ρ бу-
дем обозначать как LEt(ρ).

Назовем эндотопизм (φ, ψ) отношения ρ ⊆ X×X квазисильным эндотопиз-
мом, если из (xφ, yψ) ∈ ρ следует, что существует такой x′ ∈ xφφ−1, который
находится в отношении ρ с каждым прообразом из yψψ−1, и аналогично для
подходящего прообраза y′ ∈ yψψ−1. Обозначим множество всех квазисильных
эндотопизмов бинарного отношения ρ через QEt(ρ).

Будем называть эндотопизм (φ, ψ) отношения ρ ⊆ X × X сильным эндо-
топизмом, если из (xφ, yψ) ∈ ρ следует, что (x, y) ∈ ρ при любых x, y ∈ X.
Множество всех сильных эндотопизмов отношения ρ относительно операции
покомпонентного умножения образует моноид, который будем обозначать как
SEt (ρ).

Упорядоченная пара (φ, ψ) подстановок φ и ψ множества X называется ав-
тотопизмом отношения ρ ⊆ X×X, если (x, y) ∈ ρ тогда и только тогда, когда
(xφ, yψ) ∈ ρ при любых x, y ∈ X. Множество всех автотопизмов отношения ρ
относительно операции покомпонентного умножения образует группу, которую
будем обозначать через At (ρ).

Для произвольного множества X отношения iX = {(a, a)|a ∈ X} и ωX =
X×X называются соответственно тождественным и универсальным отноше-
ниями на X. Бинарное отношение ρ на множестве X называется тривиальным,
если ρ = iX или ρ = ωX .



88 Секция 2

Обозначим через Eq(X) множество всех отношений эквивалентностей на X,
а через Eqn(X) множество всех эквивалентностей на X с n классами мощности
≥ 2.

Лемма 1. Множество LEt(α) всех локально сильных эндотопизмов от-
ношения эквивалентности α ∈ Eq(X) является полугруппой тогда и только
тогда, когда выполняется одно из следующих условий:

(i) α – тождественное отношение эквивалентности;
(ii) существует единственный класс A ∈ X/α, такой что |A| ≥ 2.

Лемма 2. Множество HEt(α) всех полусильных эндотопизмов отноше-
ния эквивалентности α ∈ Eq(X) является полугруппой тогда и только тогда,
когда α – тривиальное отношение эквивалентности.

Лемма 3. Для всякого α ∈ Eq(X) имеем QEt(α) = SEt(α).

Полугруппа S называется регулярной [2], если для любого a ∈ S существует
такой x ∈ S, что axa = a.

Регулярность полугрупп всех типов эндотопизмов произвольного отношения
эквивалентности устанавливает следующая теорема.

Теорема 1. Справедливы следующие утверждения:
(i) Полугруппа Et (α) , α ∈ Eq(X), регулярна тогда и только тогда, когда

α – тривиальное отношение эквивалентности;
(ii) Полугруппа HEt(α), где α – тривиальная эквивалентность, регулярна;
(iii) Полугруппа LEt(α), где α ∈ Eq1(X) или α = iX , регулярна;
(iv) Полугруппа SEt(α), α ∈ Eq(X), регулярна тогда и только тогда, когда

фактормножество X/α – конечно;
(v) Группа At(α) регулярна для произвольного α ∈ Eq(X).

Полугруппа S называется корегулярной [3], если для любого a ∈ S суще-
ствует такой x ∈ S, что

axa = xax = a.

Теорема 2. Справедливы следующие утверждения:
(i) Полугруппа Et (α) , α ∈ Eq(X), корегулярна тогда и только тогда, когда

|X| ∈ {1, 2};
(ii) Полугруппа HEt(α), где α – тривиальная эквивалентность, корегуляр-

на тогда и только тогда, когда Et (α) корегулярна;
(iii) Полугруппа SEt(α), α ∈ Eq(X), корегулярна тогда и только тогда,

когда |X| ∈ {1, 2} или |X| = 3, α /∈ {iX , ωX};
(iv) Полугруппа LEt(α), где α ∈ Eq1(X) или α = iX , корегулярна тогда и

только тогда, когда полугруппа SEt (α) корегулярна;
(v) Группа At (α) , α ∈ Eq(X), корегулярна тогда и только тогда, когда

полугруппа SEt (α) корегулярна или |X| = 4, |X/α| = 3.
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Пусть ρ – бинарное отношение на X. Цепочке включений

Et(ρ) ⊇ HEt(ρ) ⊇ LEt(ρ) ⊇ QEt(ρ) ⊇ SEt(ρ) ⊇ At(ρ)

соответствует последовательность (s1, s2, s3, s4, s5), где si ∈ {0, 1}, i ∈ {1, .., 5}.
При этом si = 0, если на i-той позиции в приведенной выше последовательности
включений полугруппы совпадают, si = 1 в противном случае. Значение суммы
Σ5
i=1 = si2

i−1 назовем эндотипом бинарного отношения ρ относительно его
эндотопизмов и обозначим через Ettype(X, ρ).

Теорема 3. Для любой эквивалентности α на множестве X

Ettype(X,α) =



0, если |X| = 1,
4, если 2 ≤ |X| <∞, α = iX ,
16, если 2 ≤ |X|, α = ωX ,
20, если |X| =∞, α = iX ,
23, если α ̸= iX , α ̸= ωX .
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