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АНОТАЦIЯ

Луценко А. В. Квазiгрупи з властивостями оборотностi. –

Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття ступеня доктора фiлософiї з галузi знань

11 – Математика та статистика за спецiальнiстю 111 – Математика. —

Донецький нацiональний унiверситет iменi Василя Стуса, Державний

заклад "Луганський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка". —

Полтава, 2022.

Алгебра, геометрiя, комбiнаторика, особливо планування проведення

експериментiв, є основними теорiями виникнення та застосування

квазiгруп i їх комбiнаторного аналогу — латинських квадратiв. Широке

використання iнформацiйних технологiй та передачi iнформацiї призвело

до пошуку рiзних методiв захисту iнформацiї та вiдновлення помилок при

її передачi, тобто до задач з шифрування та кодування. Оскiльки зворотнi

дiї (дешифрування та декодування) обов’язковi, а квазiгрупи визначаються

як алгебри з оборотними операцiями, то вивчення квазiгруп становить

значний iнтерес. Якщо до того ж виконується властивiсть оборотностi

елементiв в квазiгрупi, то кажуть, що такi квазiгрупи мають властивiсть

оборотностi. В них оберненi операцiї (парастрофи) виражаються через

головну i це призводить до зменшення часу обробки iнформацiї при їх

застосуваннi.

Застосування квазiгруп не лише в алгебрi, а й в теорiї кодування

випливає з праць А. Кiдвела [48], Д. Денеша [37], В. Щербакова [110],

C. Марковського [86], A. Мiлевої [87], М. Глухова [11] та А. Крапежа [56,57].

Зокрема в працях А. Кiдвела та В. Щербакова показано використання

квазiгруп з властивiстю схрещеної оборотностi.

Iнтерес до вивчення квазiгруп з властивостями оборотностi виникав i

продовжує цiкавити багатьох науковцiв, серед яких Р. Арцi, Б. Шарма,

Р. Брук, В. Бiлоусов, А. Кiдвел, I. Флоря, В. Щербаков та iншi.
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Квазiгрупи з властивiстю оборотностi мають i значний алгебричний

iнтерес, оскiльки вони мiстять такi вiдомi пiдкласи, як групи, лупи

Муфанг та iншi. До того ж, у деяких класах iзотопiя рiвносильна

iзоморфiзму. Наприклад, iзотопнi групи завжди iзоморфнi, iзотопнi лупи

з властивiстю схрещеної оборотностi також iзоморфнi [34, Р. Арцi]. Те ж

саме виконується i в класi комутативних луп Муфанг [6, В.Д. Бiлоусов]. У

працi Ф. Сохацького [84] посилено даний результат i доведено, що iзотопнi

𝐼𝑃 лупи є псевдоiзоморфними, а якщо вони до того ж комутативнi, то вони

iзоморфнi.

Лупи з послабленою властивiстю оборотностi (𝑊𝐼𝑃 лупи) були

визначенi Р. Баєром [22], важливi результати 𝑊𝐼𝑃 -луп були отриманi

Дж. Осборном [93]. Якщо кожна лупа, яка iзотопна лупi з властивiстю

схрещеної оборотностi (𝐶𝐼𝑃 лупi), є 𝐶𝐼𝑃 лупою, то така лупа буде

абелевою групою [26, В. Бiлоусов, Б. Цуркан]. Ранiше подiбнi результати

отриманi для 𝐼𝑃 луп: лупи, всi iзотопнi яким лупи є 𝐼𝑃 лупами, є в

точностi лупами Муфанг [85].

Вiдомо, що найефективнiшi iнструменти дослiдження мають

многовиди, тобто класи алгебр, якi визначаються тотожностями. Тому

природнiм є питання про виявлення класифiкацiї многовидiв квазiгруп з

властивостями оборотностi.

У дисертацiйнiй роботi вивчаються квазiгрупи, їх многовиди, в яких

множини однотипних трансляцiй збiгаються. Кожна така квазiгрупа має

властивiсть оборотностi. Класифiкацiю здiйснено, користуючись поняттям

i результатами парастрофної симетрiї, яка введена Ф. Сохацьким [84].

Основними завданнями роботи є: класифiкувати квазiгрупи, в яких

збiгаються множини трансляцiй рiзного напрямку; знайти тотожностi,

якi характеризують такi многовиди; знайти формули обчислення

функцiй оборотностi для кожного многовида; класифiкувати груповi

iзотопи вiдповiдно до властивостей оборотностi; побудувати напiврешiтки
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многовидiв групових iзотопiв з властивостями оборотностi; описати

матричнi 𝐼𝑃 та 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупи.

Результати цiєї роботи є продовженням дослiджень В. Бiлоусова [4, 6,

30], А. Кiдвела та В. Щербакова [69–71,80], Ф. Сохацького [84], I.А. Флорi,

Р. Арцi [34,35], Р. Брука [85] та iнших.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи наведено огляд та аналiз

лiтератури з теми дослiдження, систематизовано основнi поняття i

твердження, означення i теореми, описано вiдомi допомiжнi поняття та

результати з вивчення квазiгруп з властивостями оборотностi. Також

доповнено властивостi 𝐼𝑃 квазiгруп, якi дослiджували В. Бiлоусов [6],

Р. Брук [85], Г. Пфлюгфельдер [95] та В. Щербаков [109]. Зокрема, вони

розглянули елементарнi спiввiдношення в лiвих та правих 𝐼𝑃 квазiгрупах,

а в цiй роботi введено поняття середньої 𝐼𝑃 квазiгрупи та дослiджено

елементарнi спiввiдношення i для середнiх 𝐼𝑃 квазiгруп.

Квазiгрупа (𝑄; ·) називається:

1) лiвою 𝐼𝑃 -квазiгрупою (𝐿𝐼𝑃 ), якщо iснує перетворення 𝜆 таке, що

виконується рiвнiсть

𝜆(𝑥) · (𝑥 · 𝑦) = 𝑦,

2) правою 𝐼𝑃 -квазiгрупою (𝑅𝐼𝑃 ), якщо iснує перетворення 𝜌 таке, що

виконується рiвнiсть

(𝑦 · 𝑥) · 𝜌(𝑥) = 𝑦,

3) середньою 𝐼𝑃 -квазiгрупою (𝑀𝐼𝑃 ), якщо iснує перетворення 𝜇 таке, що

виконується рiвнiсть

𝑥 · 𝑦 = 𝜇(𝑦 · 𝑥),

при цьому 𝜆, 𝜌, 𝜇 називаються лiвою, правою та середньою функцiями

оборотностi вiдповiдно.

Приклад, наведений В. Бiлоусовим [6], демонструє квазiгрупу, яка є

лiвою та правою 𝐼𝑃 квазiгрупою з рiзними функцiями оборотностi. Нами
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показано, що дана квазiгрупа є не лише лiвою та правою 𝐼𝑃 квазiгрупою,

а є i середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою.

Приклад. Нехай (𝐺; +) — абелева група. Операцiя (·) визначена на

множинi 𝐺×𝐺:

(𝑎, 𝑏) · (𝑐, 𝑑) := (𝑎+ 𝑐, 𝑑− 𝑏).

Перетворення 𝜆, 𝜌 (лiва та права функцiї оборотностi вiдповiдно) визначенi

в [6]. Перетворення 𝜇 визначаємо так:

𝜆(𝑎, 𝑏) := (−𝑎,−𝑏), 𝜌(𝑎, 𝑏) := (−𝑎, 𝑏), 𝜇(𝑎, 𝑏) := (𝑎,−𝑏).

Доведено, що 𝜇 є середньою функцiєю оборотностi, бiльше того, не є нi

лiвою, нi правою функцiєю оборотностi. Цей приклад показує iснування

тристороньої 𝐼𝑃 квазiгрупи з рiзними функцiями оборотностi.

У другому роздiлi дослiджуються трансляцiї, їх множини та класи

квазiгруп, якi визначаються рiвностями множин трансляцiй.

У параграфi 2.1. доведено, що кожна трансляцiя в квазiгрупi має

два незалежних параметра. Один з цих параметрiв є бiєкцiєю множини

носiя, а другий новий i названий напрямком трансляцiї. Розглянуто

властивостi напрямкiв у квазiгрупi. Зокрема, у межах цих понять

характеризуються тотально-симетричнi, напiвсиметричнi, комутативнi,

лiво та право симетричнi, а також асиметричнi квазiгрупи.

У кожнiй квазiгрупi 𝑄 визначено шiсть типiв трансляцiй: лiвi, правi i

середнi трансляцiї та їм оберненi.

M𝑎 := {𝑀𝑎,𝑀
−1
𝑎 , 𝐿𝑎, 𝐿

−1
𝑎 , 𝑅𝑎, 𝑅

−1
𝑎 }.

Кожен елемент 𝑎 ∈ 𝑄 визначає одну й ту ж множину бiєкцiй у кожному

парастрофi квазiгрупи (див. для прикладу [31,32,41]).

Двi трансляцiї iз M𝑎, як перестановки множини 𝑄, можуть збiгатися,

але вони перетинаються в однiй точцi, як прямi в 3-сiтцi, яка визначена

даною квазiгрупою. Називатимемо кожен тип трансляцiї напрямком i

асоцiюватимемо його з одним iз елементiв 𝜄, ℓ, 𝑟, 𝑠, ℓ𝑠 i 𝑟𝑠, тобто з
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елементами симетричної групи 𝑆3.
𝜎ℳ позначає множину всiх трансляцiй

напрямку 𝜎 ∈ 𝑆3.

Основним результатом роздiлу є знаходження класiв квазiгруп з

властивостями оборотностi за характерною властивiстю, коли множини

трансляцiй рiзних напрямкiв збiгаються. У параграфi 2.2. проаналiзовано

рiвностi множин трансляцiй.

Умови 𝜎ℳ = 𝜅ℳ, де 𝜎, 𝜅 ∈ 𝑆3 i 𝜎 ̸= 𝜅, визначають 9 класiв

квазiгруп. Три з них є добре вiдомими: класи 𝐿𝐼𝑃 , 𝑅𝐼𝑃 i 𝐶𝐼𝑃

квазiгруп. Решта 6 класiв квазiгруп є новими, це є класи середнiх 𝐼𝑃 ,

лiвих та правих 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп та узагальнення комутативних, лiво та

право симетричних квазiгруп, якi названо середнiми, лiвими та правими

дзеркальними квазiгрупами. Доведено, що цi 9 класiв розбиваються на

три парастрофнi орбiти: парастрофна орбiта 𝐼𝑃 квазiгруп, парастрофна

орбiта 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп та парастрофна орбiта дзеркальних квазiгруп.

У параграфi 2.3. знайдено тотожностi, якi визначають кожний з цих

класiв та доведено, що вони є многовидами. Також для кожного многовиду

знайдено функцiї оборотностi.

Роздiл 3 присвячений дослiдженню групових iзотопiв з властивостями

оборотностi. У параграфi 3.1 знайдено умови, коли груповий iзотоп,

унiтарна центральна квазiгрупа та матрична квазiгрупа мають властивiсть

оборотностi (𝐼𝑃 ); дослiджено матричнi 𝐼𝑃 квазiгрупи 4-го та 9-го порядку,

зокрема знайдено кiлькiсну характеристику матричних 𝐼𝑃 квазiгруп 4-

го порядку; у параграфi 3.2 описано, за яких умов груповий iзотоп,

унiтарна центральна квазiгрупа та матрична квазiгрупа мають властивiсть

схрещеної оборотностi (𝐶𝐼𝑃 ); у параграфi 3.3. представлено умови, коли

груповий iзотоп є дзеркальною квазiгрупою.

У цьому роздiлi дано повну класифiкацiю групових iзотопiв за

властивостями оборотностi, знайдено вiдповiднi функцiї оборотностi;

показано зв’язок дзеркальних квазiгруп з лiво-симетричними, право-
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симетричними та комутативними квазiгрупами.

Основними результатами, якi визначають наукову новизну дисертацiї

є:

— знайдено класи квазiгруп з властивостями оборотностi за напрямами

трансляцiй;

— описано розподiл вiдповiдних класiв квазiгруп на парастрофнi

орбiти(пучки) згiдно з парастрофною симетрiєю;

— доведено, що цi класи квазiгруп з властивостями оборотностi є

многовидами та знайдено вiдповiднi тотожностi;

— знайдено функцiї оборотностi для кожного многовида квазiгруп з

властивостями оборотностi;

— знайдено класифiкацiю групових iзотопiв з властивостями оборотностi

та побудовано в’язки многовидiв з властивостями оборотностi;

— описано матричнi 𝐼𝑃 квазiгрупи та 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупи.

Результати дисертацiї носять теоретичний характер i є внеском у

теорiю неасоцiативних структур, теорiю квазiгруп, теорiю квазiгруп з

властивостями оборотностi i можуть застосовуватися в алгебрi, геометрiї,

топологiї, математичному аналiзi, криптографiї, дискретнiй математицi

тощо.

Ключовi слова: група, квазiгрупа, напiвгрупа, лупа, оборотна операцiя,

парастроф, iзотоп, тотожнiсть, парастрофна рiвносильнiсть, парастрофно-

первинна рiвносильнiсть, парастрофна симетрiя, парастрофна орбiта,

автоморфiзм, ендоморфiзм, конгруенцiя, матричне рiвняння, матриця,

кiльце, матрична квазiгрупа, теплецева матриця, повна матриця.
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ABSTRACT

Lutsenko A. V. Quasigroups with inverse properties. — Qualifying scientific

work on the rights of the manuscript.

The thesis for obtaining the Degree Doctor of Philosophy in the speciality

111 — Mathematics. — Vasyl’ Stus Donetsk National University.

Algebra, geometry, and combinatorics, especially the design of experiments,

are the main theories of the origin and application of quasigroups and their com-

binatorial analog Latin squares. Extensive use of information technology and

information transfer has led to the search for different methods of information

protection and recovery of errors in its transmission, i.e., the tasks of encryption

and decryption. Since inverse actions (decryption and decoding) are manda-

tory, and quasigroups are defined as algebras with inverse operations, the study

of quasigroups is of considerable interest. If, moreover, the property of invert-

ibility of elements in a quasigroup is satisfied, it is said that such quasigroups

have the has inverse property. In them the inverse operations (parastrophes)

are expressed through the main and it leads to reduction of time of information

processing at their application.

Applicability of quasigroups not only in algebra but also in coding the-

ory can be found in the works of A.D. Keedwell [48], D. Denesh [37],

V.O. Shcherbakov [110], S. Markovsky [86], A. Mileva [87], M.M. Glukhov [11]

and A. Krapezh [56,57] and others. In particular, the application of quasigroups

with the cross inverse property has been shown in the works of A.D. Keedwell

and V.O. Shcherbakov.

Interest in the study of quasigroups with inverse properties arose and is aris-

ing in many scientists, including R. Artsy, B. Sharma, R. Bruck, V.D. Belousov,

A.D. Keedwell, I.A. Florya, V.O. Shcherbakov, and others.

Quasigroups with inverse properties are of considerable algebraic interest

because they contain such well-known subclasses as groups, Moufang’s loops,

and others. In addition, in some quasigroup classes isotopy is equivalent to
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isomorphy. For example, isotopic groups are always isomorphic, isotopic cross

inverse loops are also isomorphic [34, R. Artsy]. The same is proved in the

class of commutative Moufang’s loops [6, V.D. Belousov]. F.M. Sokhatsky [84]

strengthened this result and proved it that isotopic 𝐼𝑃 loops are pseudoisomor-

phic, and if they are also commutative, they are isomorphic.

Loops with weak inverse property (𝑊𝐼𝑃 loops) were determined by R. Baer

[22]. Important results of 𝑊𝐼𝑃 -loops were obtained by J. Osborn [93]. If all

loops being isotopic to a cross inverse loop (𝐶𝐼𝑃 loop) are also 𝐶𝐼𝑃 loops,

then the given loop is an Abelian group [26, V.D. Belousov, B.V. Tsurkan].

Previously, similar results were obtained for 𝐼𝑃 loops: loops, all isotopes of

which are 𝐼𝑃 loops, are exactly Moufang’s loops [85].

It is well known that varieties have the most effective tools for investigation,

that is, classes of algebras defined by identities. Therefore, the question of

classification of many types of quasigroups with the properties of reversibility

is relevant.

In the PhD thesis we study quasigroups and quasigroup varieties in which

the sets of similar translations coincide. Each such quasigroup has the inverse

properties. The classification is carried out using the concepts and results of

parastrophic symmetry, which was introduced by F.M. Sokhatsky in [84].

The main objectives of the work are: to classify quasigroups in which the

set of translations of different directions coincide; find the identities that char-

acterize such varieties; find formulas for calculating invertibility functions for

each variety; classify group isotopes according to the inverse properties; to con-

struct semilattices of varieties of group isotopes with inverse properties; describe

matrix 𝐼𝑃 and 𝐶𝐼𝑃 quasigroups.

The results of this work are a continuation of the research of V.D. Belousov

[4,6,30,30], A.D. Keedwell and V.O. Shcherbakov [70,71,71,80] F.M. Sokhatsky

[84], I.A. Florya, R. Artzy [34,35], R. Bruck [85] and others.

The first section of the dissertation presents a review and analysis of the lit-
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erature on the topic of research, systematizes the basic concepts and statements,

definitions and theorems, and describes the known auxiliary concepts and re-

sults of studying quasigroups with inverse properties. The properties of the 𝐼𝑃

quasigroups studied by V.D. Belousov [6], R. Bruck [85], G. Pflugfelder [95] and

V. Shcherbakov [109]. In particular, the elementary relations in the left and

right 𝐼𝑃 quasigroups are considered, the concept of the middle 𝐼𝑃 quasigroup

is introduced and the elementary relations for the middle 𝐼𝑃 quasigroups are

investigated.

Definition 1.1. A quasigroup (𝑄; ·) is called:

1) left 𝐼𝑃 -quasigroup (𝐿𝐼𝑃 ), if there is a transformation 𝜆 such that

𝜆(𝑥) · (𝑥 · 𝑦) = 𝑦,

2) right 𝐼𝑃 -quasigroup (𝑅𝐼𝑃 ), if there is a transformation 𝜌 such that

(𝑦 · 𝑥) · 𝜌(𝑥) = 𝑦,

3) middle 𝐼𝑃 -quasigroup (𝑀𝐼𝑃 ) if there is a transformation 𝜇 such that

𝑥 · 𝑦 = 𝜇(𝑦 · 𝑥).

The functions 𝜆, 𝜌 and 𝜇 are called the left, right and middle invertibility

functions respectively.

The quasigroup constructed by V.D. Belousov [6] is a left and a right 𝐼𝑃

quasigroup with different inverse functions. We have shown that this quasigroup

is also a middle 𝐼𝑃 quasigroup.

Example. Let (𝐺; +) be an Abelian group. The operation (·) is defined on
the set 𝐺×𝐺:

(𝑎, 𝑏) · (𝑐, 𝑑) := (𝑎+ 𝑐, 𝑑− 𝑏).

The transformations 𝜆, 𝜌 (left and right invertibility functions, respectively) are

defined in [6]. The transformation 𝜇 (middle invertibility function) we define

as follows:

𝜆(𝑎, 𝑏) := (−𝑎,−𝑏), 𝜌(𝑎, 𝑏) := (−𝑎, 𝑏), 𝜇(𝑎, 𝑏) := (𝑎,−𝑏).
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It is easy to verify that the 𝜇 is a middle invertibility function, moreover

it is neither a left nor a right invertibility function. This example shows the

existence of three-sided 𝐼𝑃 quasigroups with different invertibility functions.

The second section investigates translations, translation sets, and classes of

quasigroups that are determined by the equality of translation sets.

In paragraph 2.1. it is proved that each translation in a quasigroup has

two independent parameters. One of them is the permutation of the carrier

set. The second parameter is new and is called a direction. The properties

of directions in a quasigroup are considered. In particular, these concepts are

characterized by total-symmetric, semi-symmetric, commutative, left and right

symmetric, as well as asymmetric quasigroups.

In each quasigroup 𝑄, six types of translations are defined: left, right and

middle translations and inverse.

M𝑎 := {𝑀𝑎,𝑀
−1
𝑎 , 𝐿𝑎, 𝐿

−1
𝑎 , 𝑅𝑎, 𝑅

−1
𝑎 }.

Each element defines the same set of bijections in each parastrophe of a quasi-

group (see for example [31,32,41]).

Two translations of M𝑎, as permutations of the set 𝑄, may coincide, but

they intersect at one point as lines in the 3-net defined by this quasigroup. We

will call each type of a translation a direction and associate it with one of the

elements 𝜄, ℓ, 𝑟, 𝑠, ℓ𝑠 and 𝑟𝑠, i.e., with the elements of the symmetric group

𝑆3.
𝜎ℳ denotes the set of all translations of 𝜎 ∈ 𝑆3.

The main result of the section is the finding of classes of quasigroups with

inverse properties by characteristic property, when the sets of translations of

different directions coincide. In paragraph 2.2. the equality of translation sets

is analyzed.

Conditions 𝜎ℳ = 𝜅ℳ, where 𝜎, 𝜅 ∈ 𝑆3 and 𝜎 ̸= 𝜅, define 9 classes of

quasigroups. Three of them are well known: the classes 𝐿𝐼𝑃 , 𝑅𝐼𝑃 and 𝐶𝐼𝑃

quasigroups. The other 6 classes of quasigroups are new, these are the classes of

middle 𝐼𝑃 , left and right 𝐶𝐼𝑃 quasigroups and generalizations of commutative,
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left and right symmetric quasigroups, which are called middle, left and right

mirror quasigroups. It is proved that these 9 classes are divided into three

parastrophic orbits: parastrophic orbit of 𝐼𝑃 quasigroups, parastrophic orbit

of 𝐶𝐼𝑃 quasigroups and parastrophic orbit of mirror quasigroups.

In paragraph 2.3., the identities defining each of these classes are found

and so the classes are varieties. Invertibility functions are also found for each

variety.

Chapter 3 is devoted to the study of group isotopes with inverse properties.

In Section 3.1, conditions under which group isotopes, unitary central quasi-

groups, and matrix quasigroups have the inverse property (𝐼𝑃 ) are found; in

Section 3.2 conditions under which group isotopes have the cross inverse prop-

erty (𝐶𝐼𝑃 ) are found; in paragraph 3.3. conditions under which group isotopes

are mirror quasigroups are given.

In this chapter, a complete classification of group isotopes according to

the inverse properties is given, and the corresponding invertibility functions

are found; the connection of mirror quasigroups with left-symmetric, right-

symmetric and commutative quasigroups is shown.

The main results that determine the scientific novelty of the dissertation:

— quasigroup classes with inverse properties by translation directions have

been found;

— the distribution of the corresponding classes of quasigroups into paras-

trophic orbits (trusses) according to parastrophic symmetry has been de-

scribed;

— it is proved that these classes of quasigroups with inverse properties are

varieties and it is found the corresponding identities;

— invertibility functions for each variety of quasigroups with inverse properties

has been found;

— the classification of group isotopes with inverse properties has been found

and constructed the bunch of varieties with inverse properties;
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— matrix 𝐼𝑃 quasigroups and 𝐶𝐼𝑃 quasigroups are described.

The results of the dissertation research are theoretical. The results obtained

in the dissertation are a contribution to the theory of non-associative structures,

quasigroup theory, and quasigroup theory with invertibility properties and can

be used in algebra, geometry, topology, mathematical analysis, cryptography,

discrete mathematics, and so on.

Key words: group, quasigroup, semigroup, loop, invertible operation, paras-

troph, isotope, identity, parastrophic equivalence, parastrophically primary

equivalence, parastrophic symmetry, parastrophic orbit, automorphism, en-

domorphism, congruence, matrix equation, matrix, ring, matrix quasigroup,

toeplitz matrix, full matriх.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

:= — рiвнiсть за означенням

:⇔ — рiвносильнiсть за означенням

𝑓(𝑥; 𝑦), (𝑥 · 𝑦) — бiнарна операцiя (функцiя) 𝑓 , (·)
𝜎𝑓(𝑥; 𝑦), (𝑥

𝜎· 𝑦) — 𝜎 -парастроф операцiї 𝑓 (·)
Ps(·) — парастрофна симетрiя операцiї (·)
Po(A) — парастрофна орбiта многовида (A)

𝑅𝑎 — права трансляцiя за елементом 𝑎

𝐿𝑎 — лiва транслiя за елементом 𝑎

𝑀𝑎 — середня транслiя за елементом 𝑎

𝑅−1
𝑎 — права обернена трансляцiя за елементом 𝑎

𝐿−1
𝑎 — лiва обернена трансляцiя за елементом 𝑎

𝑀−1
𝑎 — середня обернена трансляцiя за елементом 𝑎

M𝑎 := {𝑀𝑎,𝑀
−1
𝑎 , 𝐿𝑎, 𝐿

−1
𝑎 , 𝑅𝑎, 𝑅

−1
𝑎 } — множина бiєкцiй у кожному

парастрофi квазiгрупи

𝜅𝑀𝑎 — 𝜅-парастроф трансляцiї, трансляцiя напрямку 𝜅 визначена

елементом 𝑎

𝜎ℳ — множина всiх трансляцiй

I — многовид середнiх 𝐼𝑃 квазiгруп

ℓI — многовид лiвих 𝐼𝑃 квазiгруп

𝑟I — многовид правих 𝐼𝑃 квазiгруп

C — многовид середнiх 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп

ℓC — многовид лiвих 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп

𝑟C — многовид правих 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп

M — многовид середнiх дзеркальних квазiгруп

ℓM — многовид лiвих дзеркальних квазiгруп

𝑟M — многовид правих дзеркальних квазiгруп
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ВСТУП

Обгрунтування вибору теми дослiдження. Дисертацiйна робота

присвячена вивченню квазiгруп з властивостями оборотностi.

У 20-30-тих роках ХХ ст. почали iнтенсивно вивчатися неасоцiативнi

алгебраїчнi структури. З розвитком криптографiї та пошуком нових

методiв захисту iнформацiї з’явилася можливiсть використання таких

неасоцiативних структур, як квазiгрупи. Це призвело до необхiдностi

створення та побудови структурованої теорiї квазiгруп. Квазiгрупи

мають рiзноманiтне застосування в диференцiальнiй геометрiї, теорiї

автоматiв, фiзицi, у теорiї планування експериментiв, у теорiї кодування,

у криптографiї та в iнших науках, сумiжних з математикою.

У зв’язку з комп’ютеризацiєю практично всiх сфер життя, стрiмко

зросла потреба в захистi iнформацiї, а тому i в розробцi нових методiв

шифрування. Кiлькiсть квазiгруп уже 12-порядку неможливо пiдрахувати

навiть на сучасних комп’ютерах, тому перебiр їх неможливий. У той же

час, квазiгрупи є оборотними функцiями. Цi та iншi особливостi квазiгруп

є пiдставою для ефективного застосування квазiгруп при вирiшеннi рiзних

проблем як шифрування (розшифрування), так i кодування (декодування)

iнформацiї. Хоча квазiгрупи уже мають багату iсторiю застосування в

криптографiї, перспектива також не менш обнадiйлива. Досить повний

огляд i аналiз цих процесiв можна знайти в працях М. Глухова [11],

В.Щербакова [109], К. Косельни, Г. Муленна [52], А. Крапежа [57] та iнших.

Велика кiлькiсть квазiгруп дозволяє для кожної проблеми видiлити

класи квазiгруп з бiльш ефективним її розв’язанням. Однiєю з таких

проблем є швидкiсть обробки iнформацiї. Тому для розшифрування

iнформацiї доцiльно використовувати квазiгрупи з оборотнiстю елементiв,

в яких вiдповiдна обернена операцiя (парастроф) виражається через

головну операцiю i деяку одномiсну функцiю, яка названа функцiєю
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оборотностi.

Квазiгрупи з властивостями оборотностi вивчалися у працях

Р. Арцi [34], Р. Осборна [93], В. Бiлоусова [6], Г. Пфлюгфельдер [95],

Ф. Сохацького [98], В. Щербакова [109, 110], I. Флоря, Н. Дiдурик [33]

та iн., многовиди квазiгруп вивчалися у працях Ф. Сохацького [84],

Г. Крайнiчук [53], О. Тарковської [108] та iн., застосування квазiгруп

з властивостями оборотностi вивчалися у працях А. Кiдвела [49], [48],

В. Щербакова [110] та iн.

У теорiї квазiгруп розглядаються багато типiв властивостей

оборотностi. Найвiдомiшi типи знанi пiд абревiатурами 𝐼𝑃 (inverse

property) [28], [71], [95], [85], 𝐿𝐼𝑃 (left inverse property) [30], [71],

𝑅𝐼𝑃 (right inverse property) [28], [71], [109], 𝐶𝐼𝑃 (cross inverse prop-

erty) [28], [26], [34, 35], [68], 𝑊𝐼𝑃 (weak inverse property) [22], [93] i

𝐴𝐴𝐼𝑃 [47], [85]. Лупи з такими властивостями тiсно пов’язанi з деякими

найбiльш широко вивченими видами луп, наприклад лупи Муфанг, лупи

Бола та лупи Брука.

Треба зазначити, що лупа є лупою Муфанг тодi i тiльки тодi,

коли всi її iзотопи — це 𝐼𝑃 лупи. Лупи з властивостями оборотностi

мають властивостi, якi спрощують їх вивчення. Наприклад, у класi 𝐼𝑃

луп: (1) лiве, праве та середнє ядра збiгаються, (2) iзотопнi 𝐼𝑃 лупи

псевдоiзоморфнi, (3) iзотопнi комутативнi 𝐼𝑃 лупи iзоморфнi [76].

Дослiджуючи 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупи, А. Кiдвел [48] побудував i навiв приклад

з детальним поясненням процедури використання 𝐶𝐼𝑃 з довгим оборотним

циклом у криптографiї. Постає питання про iснування класiв квазiгруп

з властивостями оборотностi з ефективним застосуванням не лише в

криптографiї, а й в iнших галузях науки. А це, в свою чергу, спричиняє

потребу знаходження нових класiв квазiгруп з властивостями оборотностi,

їх класифiкацiї та розробки iнструментiв для детального дослiдження. З

алгебричної точки зору найбагатший iнструмент для дослiдження мають
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многовиди квазiгруп, тобто класи алгебр, якi визначаються тотожностями,

позаяк саме такi класи замкненi стосовно прямих добуткiв, гомоморфних

образiв та пiдалгебр.

Виявилося, що частина вiдомих класiв квазiгруп з властивостями

оборотностi можна визначити за допомогою зсувiв у квазiгрупi, а саме,

як рiвнiсть двох множин певних типiв однотипних зсувiв. Розглянувши всi

можливi рiвностi, було встановлено, що всього таких многовидiв квазiгруп

є дев’ять [101]. Три з них, а саме, 𝐿𝐼𝑃 , 𝑅𝐼𝑃 та 𝐶𝐼𝑃 , були вiдомi i їх

вивчення та застосування вiдображене в багатьох працях, наприклад, [6],

[47], [71], [69], [70], [35], [95], [109], [98]. Iншi шiсть многовидiв є новими.

Встановлено, що кожний зсув у квазiгрупi визначається двома

параметрами: пiдстановкою носiя та напрямком. Для визначення

напрямку зсуву введено вiдношення парастрофiї мiж зсувами та вивчено

їх властивостi. У довiльнiй квазiгрупi один i той самий елемент 𝑎 визначає

шiсть зсувiв: лiвий, правий, середнiй та оберненi до них.

Множина цих зсувiв iнварiантна при парастрофiї квазiгрупи, тобто це

одна й та ж множина ℳ𝑎 в кожному iз шести парастрофiв квазiгрупи. До

того ж, шiсть рiзних парастрофiв будь-якого iз цих зсувiв збiгається з цiєю

множиною. Наприклад, множина iз шести парастрофiв середнього зсуву,

що визначений елементом 𝑎, збiгається з множиною ℳ𝑎:

ℳ𝑎 = {𝑀𝑎,
ℓ𝑀𝑎,

𝑟𝑀𝑎,
𝑠𝑀𝑎,

𝑠ℓ𝑀𝑎,
𝑠𝑟𝑀𝑎}.

Перестановку 𝜎 ∈ 𝑆3, зсуву
𝜎𝑀𝑎, названо напрямком даного зсуву.

Нехай 𝜎ℳ позначається множина всiх 𝜎-трансляцiй в квазiгрупi. За

означенням легко перевiрити, що клас 𝐿𝐼𝑃 квазiгруп — це клас квазiгруп,

коли ℓℳ = ℓ𝑠ℳ; клас всiх 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп — це клас квазiгруп, коли ℓℳ =

𝑟ℳ.

Симетрична група 𝑆3 дiє на множинi всiх квазiгрупових класiв,

визначених рiвностями 𝜎ℳ = 𝜅ℳ, 𝜎 ̸= 𝜅. Доведено, що за цiєю дiєю

iснує три парастрофнi орбiти (пучки), i кожна парастрофна орбiта має
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три попарно парастрофнi класи (теорема 2.1).

Перша парастрофна орбiта — це парастрофна орбiта (пучок), що

складається з вiдомих класiв: 𝑀𝐼𝑃 , 𝐿𝐼𝑃 , 𝑅𝐼𝑃 квазiгруп. Звернемо увагу,

що цi класи квазiгруп були детально розглянутi в [77], де вперше дано

означення середнiй 𝐼𝑃 квазiгрупi.

Друга парастрофна орбiта (пучок) вiдповiдає вiдомому класу квазiгруп

з властивiстю схрещеної оборотностi. Два класи, парастрофнi для класу

𝐶𝐼𝑃 квазiгруп, ранiше не були описанi. Ми будемо називати їх лiвою

та правою квазiгрупами з властивiстю схрещеної оборотностi. Класичнi

𝐶𝐼𝑃 квазiгрупи називаються в цьому контекстi середнiми квазiгрупами

з властивiстю схрещеної оборотностi. Означення лiвої та правої 𝐶𝐼𝑃

квазiгрупи було дано вперше.

Третя парастрофна орбiта (пучок) складається з трьох нових класiв

квазiгруп, якi є певними узагальненнями комутативних, лiвосиметричних

та правосиметричних квазiгруп вiдповiдно. Вони називаються середньою,

лiвою та правою дзеркальними квазiгрупами.

Доведено, що усi дев’ять класiв квазiгруп є многовидами, визначальнi

тотожностi були знайденi вперше та їх можна знайти в теоремi 2.2,

теоремi 2.3 та теоремi 2.4. Кожен многовид має деяку властивiсть

оборотностi. Вiдповiднi функцiї оборотностi знайденi та представленi у

вищеописаних теоремах.

Дано повну класифiкацiю групових iзотопiв за властивостями

оборотностi, знайдено необхiднi та достатнi умови, коли груповий iзотоп

матиме властивiсть оборотностi. Знайдено функцiї оборотностi та

показано, що квазiгрупа має лiву, праву та середню властивiсть оборотностi

з рiзними функцiями оборотностi.

Мета i завдання дослiдження. Метою дослiдження є отримання

зв’язку квазiгруп з властивостями оборотностi з множинами трансляцiй,

вiдповiдними многовидами та класифiкафiя групових iзотопiв.
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Завдання дослiдження:

— дослiдити зв’язок мiж рiвностями множин трансляцiй та знайти

вiдповiднi многовиди квазiгруп;

— класифiкувати отриманi многовиди квазiгруп за парастрофною

рiвносильнiстю;

— знайти тотожностi, якi визначають данi многовиди;

— знайти функцiї оборотностi для кожного многовида;

— класифiкувати груповi iзотопи за отриманими властивостями

оборотностi;

— описати матричнi квазiгрупи з властивостями оборотностi.

Об’єктом дослiдження є квазiгрупи з властивостями оборотностi та

многовиди, якi їх визначають.

Предметом дослiдження є множини трансляцiй квазiгруп, вiдповiднi

многовиди квазiгруп з властивостями оборотностi, їх парастрофнi орбiти

та груповi iзотопи.

Методи дослiдження. У роботi використовуються сучаснi методи

теорiї квазiгруп, загальнi методи алгебри, математичного аналiзу,

комбiнаторики та логiки.

Наукова новизна отриманих результатiв. Основнi науковi

результати, отриманi автором самостiйно, є новими i полягають в такому:

— знайдено класи квазiгруп з властивостями оборотностi за напрямами

трансляцiй;

— описано розподiл вiдповiдних класiв квазiгруп на парастрофнi

орбiти(пучки) згiдно з парастрофною симетрiєю;

— доведено, що цi класи квазiгруп з властивостями оборотностi є

многовидами та знайдено вiдповiднi тотожностi;

— знайдено функцiї оборотностi для кожного многовида квазiгруп з

властивостями оборотностi;
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— знайдено класифiкацiю групових iзотопiв з властивостями оборотностi

та побудовано в’язки многовидiв з властивостями оборотностi;

— описано матричнi 𝐼𝑃 квазiгрупи та 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупи.

Практичне значення отриманих результатiв. Результати

дисертацiї носять теоретичний характер i можуть застосовуватися: в

алгебрi — при вивченнi квазiгрупових тотожностей; у топологiї — при

вивченнi тотожностей y топологiчних квазiгрупах i лупах; y геометрiї —

при вивченнi сiток та номограм; у дискретнiй математицi та k-значнiй

логiцi — при вивченнi розкладiв багатомiсних операцiй за допомогою

суперпозицiй; а також можуть бути корисними в комбiнаторицi — при

вивченнi латинських квадратiв, у криптографiї — при вивченнi оборотних

хеш-функцiй та написаннi секретних ключiв, шифрiв та кодiв. Отриманi

результати є внеском у теорiю неасоцiативних структур, теорiю квазiгруп

з властивостями оборотностi та в сумiжних галузях математики, зокрема

в криптографiї.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, висвiтленi в

дисертацiї, отримано здобувачем самостiйно. У працi [77] Ф. Сохацькому

належить теореми 6, 7, наслiдки 4, 5; у працi [100] науковому керiвниковi

належить теорема 1, лема 3, наслiдок 13. У працi [101] Ф. Сохацькому

належить наслiдок 1, лема 3. У працi [102] Ф. Сохацькому належить

наслiдок 1, 4, 5, твердження 2, I. Фриз належать твердження 5, 6, теорема

8, наслiдки 9-16.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної

роботи доповiдалися на таких конференцiях та семiнарах:

1. Конференцiя молодих учених "Пiдстригачiвськi читання - 2019",

Iнститут прикладних проблем механiки i математики iменi

Я. С. Пiдстригача НАН України (Львiв, 25–27 травня 2019 р.);

2. XII Мiжнародна алгебрична конференцiя присвячена 215-рiччю

В. Буняковського, Донецький нацiональний унiверситет iменi Василя
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Стуса (Вiнниця, 2-6 липня 2019 р.);

3. Мiжнародна математична конференцiя з квазiгруп i луп “Loops‘11”

(Будапешт, Угорщина 7–13 липня 2019 р.);

4. Конференцiя молодих учених "Пiдстригачiвськi читання - 2020",

Iнститут прикладних проблем механiки i математики iменi

Я. С. Пiдстригача НАН України (Львiв, 26–28 травня 2020 р.);

5. Мiжнародна математична конференцiя, присвячена 60-рiччю кафедри

алгебри та математичної логiки Нацiонального унiверситету Тараса

Шевченка (Київ, 14-17 липня 2020 р.);

6. Special meeting of the scientific seminar "Algebra and Mathematical

Logic", dedicated to Prof. Valentin Belousov (Chisinau, Republic of

Moldova, February 26, 2021);

7. Конференцiя молодих учених "Пiдстригачiвськi читання - 2021",

Iнститут прикладних проблем механiки i математики iменi

Я. С. Пiдстригача НАН України Львiв, 26–28 травня 2021 р.);

8. Фестиваль науки-2021, Донецький нацiональний унiверситет iменi

Василя Стуса, (Вiнниця, 2021);

9. Мiжнародна конференцiя молодих математикiв, Iнститут математики

НАН України (Київ, 3–5 липня 2021 р.);

10. XIII Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi, Нацiональний

унiверситет iменi Тараса Шевченка (Київ, 6–9 липня 2021 р.);

11. The 29th conference on applied and industrial mathematics dedicated to

the memory of Academician Mitrofan M. Cioban. P. 163–165. (Chisinau,

Republic of Moldova, August 25-27, 2022)

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiковано в 16 працях, з

них 3 – у фахових виданнях України i виданнях України, що входять
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до мiжнародних наукометричних баз [77], [61], [102], 2 – у виданнях,

включених до мiжнародної наукометричної бази “Scopus” [100], [101] та 11 –

у матерiалах мiжнародних наукових конференцiй [1,18,19,62–67], [106,107].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiй

українською та англiйською мовами, перелiку умовних позначень, вступу,

трьох роздiлiв основної частини, висновкiв, списку використаних джерел та

додатку. Загальний обсяг дисертацiї — 153 сторiнки. Список використаних

джерел займає 11 сторiнок та мiстить 110 найменувань.
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РОЗДIЛ 1

ТЕОРЕТИКО-МЕТОДОЛОГIЧНI ОСНОВИ

ДОСЛIДЖЕННЯ

Цей роздiл має вступний характер та стосується ключових понять

дослiдження: бiнарнi квазiгрупи, квазiгрупи з властивостями оборотностi,

многовиди та тотожностi, якi визначаються ними. У ньому наведено огляд

лiтератури та допомiжних понять, лемiв та теорем, якi використовуються

для результатiв дисертацiї, а також студiювання рiзних матерiалiв

напрямку нашого дослiдження дисертацiйної роботи.

1.1. Огляд лiтератури

Властивiсть оборотностi має важливе значення в теорiї квазiгруп.

Серед класiв квазiгруп з властивостями оборотностi можна видiлити такi

класи: 𝐼𝑃 квазiгрупи, 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупи, 𝑊𝐼𝑃 квазiгрупи, 𝜌-𝐼-квазiгрупи,

𝜆-𝐼-квазiгрупи, (𝛼, 𝛽, 𝛾)-𝐼-квазiгрупи (див., [6], [35], [47], [71], [69], [70], [95]).

До того ж, клас луп з унiверсальною властивiстю оборотностi збiгається з

класом луп Муфанга.

Узаємозв’язки мiж класами квазiгруп з рiзними властивостями

оборотностi є цiкавими для дослiдження, оскiльки, дослiджуючи один

клас квазiгруп з властивiстю оборотностi згiдно закону парастрофної

симетрiї, [84] можна дослiдити iншi класи, якi належать до однiєї

парастрофної орбiти. Зокрема, питання опису парастрофних орбiт (пучкiв)

та парастрофнозамкнених напiврешiток (в’язок) многовидiв квазiгруп з

властивостями оборотностi є важливим.

У працi [77] розглядаються всi можливi парастрофи 𝐼𝑃 квазiгруп, якi

формують парастрофну орбiту 𝐼𝑃 квазiгруп та описано груповi iзотопи,

якi є лiвою, правою та середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою з функцiями оборотностi
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𝜆(0) = 0, 𝜌(0) = 0, 𝜇 вiдповiдно.

Лiвi 𝐼𝑃 квазiгрупи можна визначити як квазiгрупи, в яких кожна

лiва трансляцiя збiгається з деякою лiвою трансляцiєю тiєї ж квазiгрупи,

правi 𝐼𝑃 квазiгрупи можна визначити як квазiгрупи, в яких кожна права

трансляцiя збiгається з деякою правою трансляцiєю тiєї ж квазiгрупи [6].

Майже всi вiдомi (класичнi) види квазiгруп та луп, такi як 𝐼𝑃 -, 𝐿𝐼𝑃 -,

𝑅𝐼𝑃 -, 𝑊𝐼𝑃 - та 𝐶𝐼𝑃 -лупи та квазiгрупи, включенi до класiв квазiгрупи,

якi мають певну властивiсть оборотностi. Нагадаємо, що 𝐼𝑃 - та 𝐿𝐼𝑃 -

квазiгрупи та лупи вивчалися у працях В. Бiлоусова [6], Р. Брука [85], [36],

𝑊𝐼𝑃 -лупи у працях Р. Баєра [22], Дж. Осборна [93], 𝐶𝐼𝑃 лупи у працях

Р. Арцi [35], [34], 𝑊𝐼𝑃 -квазiгрупи у працях Р. Баєра [22], 𝐶𝐼𝑃 -квазiгрупи

в [26], А. Кiдвела [48], 𝐼-, 𝑃𝐼-квазiгрупи та лупи в працях В.Д. Бiлоусова

[28], [29].

У [49] показано, що всi вищезазначенi види квазiгруп з властивiстю

оборотностi можна класифiкувати на три типи, якi назвали 𝜆-, 𝜌-

iнверсними та (𝛼, 𝛽, 𝛾)-iнверсними.

В. Бiлоусов визначив 𝜆-iнверснi та 𝜌-iнверснi квазiгрупи [28]. Цi

квазiгрупи є узагальненням лiвих 𝐼𝑃 та правих 𝐼𝑃 квазiгруп.

Серед класичних об’єктiв теорiї квазiгруп видiляють лупи зi слабкою

властивiстю оборотностi (𝑊𝐼𝑃 лупи) та лупи з властивiстю схрещеної

оборотностi (𝐶𝐼𝑃 лупи). Перший тип був визначений Р. Баєром [22] в

однiй з перших статей, присвячених теорiї квазiгруп, а другий тип —

Р. Арцi [34]. Дж. Осборн [93] отримав важливi результати щодо 𝑊𝐼𝑃 луп,

тодi як досить детальне дослiдження 𝐶𝐼𝑃 луп було зроблено Р. Арцi у серiї

статей. Пiзнiше узагальнення обох цих типiв луп було введено Б. Карклiн

та В. Kарклiнш [47], яке цi автори назвали 𝑚-оборотною лупою. Крiм

того, визначили автоморфно-iнверсну лупу та унiверсально-автоморфно-

iнверсну лупу.

А. Кiдвел та В. Щербаков [71] показали, що 𝐶𝐼𝑃 -лупи та квазiгрупи
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з довгими оборотними циклами мають певнi властивостi, що робить

їх особливо придатними для використання в криптографiї. Те саме

стосується узагальненої структури, що називаються 𝑚-iнверсними лупами

i квазiгрупами.

А. Кiдвел i В. Щербаков у працi [70] довели iснування (𝑟, 𝑠, 𝑡)-

iнверсних квазiгруп для кожного набору натуральних чисел 𝑟, 𝑠, 𝑡, як

узагальнення𝑊𝐼𝑃 , 𝐶𝐼𝑃 ,𝑚-iнверсних луп (квазiгруп) та описали можливе

застосування в криптографiї. Зокрема, 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупа є 0-iнверсною

лупою, введених Б. Карклiн та В. Kарклiнш у працi [47] та 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупа

є (𝑟, 𝑠, 𝑡)-iнверсною квазiгрупою, якщо 𝑟 = 𝑡 = 0, 𝑠 = 1 [71]. Також

вони узагальнили це поняття до поняття (𝑟, 𝑠, 𝑡)-iнверсної квазiгрупи та

показали, що 𝐶𝐼𝑃 -квазiгрупи, 𝑊𝐼𝑃 квазiгрупи та 𝑚-iнверснi квазiгрупи

можуть розглядатися як особливi приклади цiєї нової структури. Таким

чином, вони описали властивостi, якi мають вищезгаданi типи квазiгруп

та луп у бiльш загальному виглядi.

У працi [35] Р. Арцi доведено, що iзотопнi 𝐼𝑃 лупи є iзоморфними,

знайдена необхiдна умова iснування скiнченної автоморфно-оборотної

лупи, що мiстить лише одиничний елемент та оборотнi цикли однакової

довжини. В [47] визначено автоморфно-оборотну лупу та унiверсально-

автоморфно-оборотну лупу.

Автоморфно-оборотною лупою (𝑄; ·) називається лупа, в якiй

пiдстановка правого оберненого елемента є автоморфiзмом: 𝐽(𝑥 · 𝑦) =

𝐽(𝑥) · 𝐽(𝑦) для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. Деяка 𝐼𝑃 лупа (𝐶𝐼𝑃 лупа), у всiх iзотопах

яких перетворення 𝐽 є автоморфiзмом, є лупою Муфанг (абелевою групою)

[34].

У працi [55] дано повну класифiкацiю групових iзотопiв за групами

їх парастрофних симетрiй, уточнено класифiкацiю лiнiйних iзотопiв

скiнченних циклiчних груп та iзотопiв груп простого порядку.

У [31] представлено деяке узагальнення оборотних тотожностей для
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луп, знайдено приклади, на яких показано метод обчислення цих

тотожностей, описано деякi унiверсальнi спiввiдношення мiж лiвою,

правою та середньою трансляцiями.

В. Бiлоусов i Б. Цуркан [30] дають основнi елементарнi властивостi

𝐶𝐼𝑃 квазiгруп, знайдено необхiднi та достатнi умови, щоб iзотоп 𝐶𝐼𝑃

квазiгрупи був також 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою i прийшли до деякого класу

квазiгруп, який визначається тотожностями Муфанг. Виявилось, що

квазiгрупи даного класу є 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупами i вони є iзотопнi абелевим

групам. У [30] доведено, що, якщо довiльна лупа, iзотопна 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупi

є 𝐶𝐼𝑃 лупою, то 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупа буде медiальною.

Iнакше кажучи, показано, що, якщо властивiсть 𝐶𝐼𝑃 є унiверсальною

(iнварiантна при iзотопiї луп), то ця лупа є абелевою групою.

У працi [43] введено поняття неасоцiативних скiнченних оборотних

луп (𝑁𝐴𝐹𝐼𝐿) — це лупи, кожен елемент яких має єдиний двостороннiй

обернений елемент. Про такий клас луп не так багато вiдомо, але знаємо,

що клас луп 𝑁𝐴𝐹𝐼𝐿 включає такi вiдомi лупи: 𝐼𝑃 лупи (𝐿𝐼𝑃 , 𝑅𝐼𝑃 ), лупи

Муфанг, лупи Бола та лупи з властивiстю схрещеної оборотностi (𝐶𝐼𝑃 ). Цi

дослiдження показали, що клас луп 𝑁𝐴𝐹𝐼𝐿 застосовується в таких рiзних

галузях, як комбiнаторика, скiнченна геометрiя, теорiя квазiгруп, алгебри

Келi, а також у теоретичнiй фiзицi.

Результати визначення та характеристики всiх неасоцiативних

скiнченних оборотних луп (𝑁𝐴𝐹𝐼𝐿) порядку 7, якi мають властивостi

оборотностi, представленi в роботi [42]. Показано, що з 2333 неiзоморфних

луп NAFIL порядку 7 лише один має властивiсть оборотностi (𝐼𝑃 ), десять

мають лiву властивiсть оборотностi (𝐿𝐼𝑃 ) i десять — праву властивiсть

оборотностi (𝑅𝐼𝑃 ). Деякi з цих луп мають характернi закономiрностi, якi

можна узагальнити та використати при побудовi подiбних систем вищих

порядкiв.

Деяке узагальнення рiвностей для 𝐼𝑃 луп представлено у працi [38] i
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доведено, що лупи порядку 𝑛 < 7 задовольняють однiй iз цих узагальнених

рiвностей. Крiм того, було описано деякi унiверсальнi спiввiдношення мiж

лiвою, правою та середньою трансляцiями.

Знайдено необхiднi i достатнi умови, щоб квазiгрупа (𝑄; ∘), визначена
над лупою (𝑄; +), була 𝑊𝐼𝑃 -квазiгрупою.

Згiдно з законом парастрофної симетрiї, Г. Крайнiчук доведено, що

тотожностi довжини два визначають 14 многовидiв, а тотожностi довжини

три — 74 многовиди, якi розподiленi, згiдно з законом парастрофної

симетрiї, в 6 та 20 парастрофних орбiт вiдповiдно [53], [55].

Класично теорiя оборотних функцiй (квазiгруп) та їх супутнiх

об’єктiв: луп, латинських квадратiв, кубiв i гiперкубiв, застосовується

в комбiнаторицi, дискретнiй математицi, алгебрi, геометрiї, теорiї

планування i проведення експериментiв тощо.

Останнiм часом сфера використання оборотних функцiй та фукцiйних

рiвнянь їх рiзновидiв розширилася до застосування у криптографiї та

написаннi кодiв у шифруваннi. Особливо це стосується 𝑛-арних функцiй.

Найбiльш вивченими серед них є двомiснi функцiї (бiнарнi операцiї) iз

певними властивостями для застосування.

1.2. Оборотнi операцiї, квазiгрупи

У дисертацiї розглядається сукупнiсть усiх оборотних (квазiгрупових)

операцiй, що визначенi на однiй i тiй же множинi. Множину називають

базовою або носiєм i позначають через 𝑄. Операцiї будемо розглядати на

множинi бiнарних операцiй.

Оборотнi операцiї. Нехай 𝑄 буде базовою множиною для операцiй,

якi розглядаються. Бiнарна операцiя 𝑓 називається оборотною якщо вона є

оборотним елементом в обох моноїдах: лiвосиметричний моноїд (Ω;⊕
ℓ
, 𝑒ℓ)

i правосиметричний моноїд (Ω;⊕
𝑟
, 𝑒𝑟) бiнарних операцiй, де Ω є множиною
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всiх бiнарних операцiй i

(𝑔 ⊕
ℓ
ℎ)(𝑥, 𝑦) := 𝑔(ℎ(𝑥, 𝑦), 𝑦), 𝑒ℓ(𝑥, 𝑦) := 𝑥,

(𝑔 ⊕
𝑟
ℎ)(𝑥, 𝑦) := 𝑔(𝑥, ℎ(𝑥, 𝑦)), 𝑒𝑟(𝑥, 𝑦) := 𝑦.

(1.1)

Множина всiх бiнарних оборотних операцiй позначається через Δ. Iншими

словами, операцiя 𝑓 є оборотною, якщо iснує її лiва ℓ𝑓 та права 𝑟𝑓 оберненi,

тобто рiвностi

𝑓 ⊕
ℓ

ℓ𝑓 = 𝑒ℓ,
ℓ𝑓 ⊕

ℓ
𝑓 = 𝑒ℓ, 𝑓 ⊕

𝑟

𝑟𝑓 = 𝑒𝑟,
𝑟𝑓 ⊕

𝑟
𝑓 = 𝑒𝑟 (1.2)

виконуються. Звiдси, значення будь-яких двох змiнних i рiвностi

𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥3 однозначно визначає третю. Отже, для кожного 𝜎 з 𝑆3

спiввiдношення

𝜎𝑓(𝑥1𝜎, 𝑥2𝜎) = 𝑥3𝜎 :⇔ 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥3 (1.3)

визначає операцiю 𝜎𝑓 , яка називається парастрофом операцiї 𝑓 . Легко

доводиться, що для всiх 𝜎, 𝜅 ∈ 𝑆3 i для всiх оборотних операцiй 𝑓

𝜄𝑓 = 𝑓, 𝜎(𝜅𝑓) = 𝜎𝜅𝑓. (1.4)

Першi двi рiвностi з (1.2) є еквiвалентними рiвностi

ℓ𝑓(𝑥3, 𝑥2) = 𝑥1 :⇔ 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥3.

Спiввiдношення (1.3) при 𝜎 = (13) матиме вигляд

(13)𝑓(𝑥3, 𝑥2) = 𝑥1 :⇔ 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥3.

Отже, ℓ𝑓 = (13)𝑓 .

Аналогiчно третя i четверта рiвностi з (1.2) є еквiвалентними рiвностi

𝑟𝑓(𝑥1, 𝑥3) = 𝑥2 :⇔ 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥3.

Спiввiдношення (1.3) при 𝜎 = (23) матиме вигляд

(23)𝑓(𝑥1, 𝑥3) = 𝑥2 :⇔ 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥3.

Отже, 𝑟𝑓 = (23)𝑓 .
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Звiдси зручно дотримуватись таких позначень ℓ := (13), 𝑟 := (23),

𝑠 := ℓ𝑟ℓ = (12), 𝑆3 := {𝜄, ℓ, 𝑟, 𝑠, 𝑠ℓ, 𝑠𝑟}.
Згiдно рiвностi (1.4), (𝜎, 𝑓) ↦→ 𝜎𝑓 є дiєю групи 𝑆3 на множину Δ всiх

бiнарних оборотних операцiй, визначених на базовiй множинi 𝑄. Цю дiю

будемо називати парастрофною дiєю.

Зауваження. Як правило, ми складаємо вiдображення справа налiво.

Тому 𝛼𝛽(𝑥) означає

𝛼𝛽(𝑥) = (𝛼 ∘ 𝛽)(𝑥) = 𝛼(𝛽(𝑥)).

Таким чином, згiдно цього правила запис 𝑀𝛼𝛽 означає 𝑀𝛼∘𝛽. Однак,

iндекси трактуються по-рiзному. Як продиктовано дiєю парастрофiї, 𝑥𝑖𝜎𝜅

означає 𝑥(𝑖𝜎)𝜅. Це єдина ситуацiя, коли ми складаємо злiва направо.

Квазiгрупи.

Бiнарною операцiєю на множинi 𝑄 називається вiдображення

декартового добутку 𝑄 × 𝑄 в множину 𝑄. Бiнарну операцiю називають

двоелементною або двомiсною операцiєю.

Квазiгруповою (оборотною) операцiєю називається функцiя, що

визначена на скiнченнiй чи нескiнченнiй множинi, якщо вона оборотна по

кожнiй своїй змiннiй.

Означення 1.1. [6] Квазiгрупою називається множина 𝑄 з

визначеною на нiй операцiєю (·), якщо для довiльних 𝑎, 𝑏 рiвняння

𝑎 · 𝑥 = 𝑏, 𝑦 · 𝑎 = 𝑏

має єдиний розв’язок. Таку квазiгрупу називають ще бiнарною

квазiгрупою.

Квазiгрупа — алгебраїчна структура в абстрактнiй алгебрi, яка подiбна

до групи тим, що в нiй завжди можливе дiлення (iнших властивостей групи

квазiгрупа немає).

Алгебра (𝑄; ·; ℓ·; 𝑟·) з тотожностями

(𝑥 · 𝑦) ℓ· 𝑦 = 𝑥, (𝑥
ℓ· 𝑦) · 𝑦 = 𝑥, 𝑥

𝑟· (𝑥 · 𝑦) = 𝑦, 𝑥 · (𝑥 𝑟· 𝑦) = 𝑦 (1.5)
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називається квазiгрупою; операцiя (·) — головною, операцiї (
ℓ·), (

𝑟·)
називаються лiвим та правим дiленнями операцiї (·). Цi операцiї також

називають лiвими та правими оберненими до операцiї (·), оскiльки вони

є оберненими до операцiї (·) в напiвгрупi (𝒪2,⊕
ℓ
) i (𝒪2,⊕

𝑟
) вiдповiдно, де

𝒪2 позначає множину всiх бiнарних операцiй, визначених на множинi 𝑄 i

виконуються такi рiвностi

(𝑓 ⊕
ℓ
𝑔)(𝑥, 𝑦) := 𝑓(𝑔(𝑥, 𝑦), 𝑦), (𝑓 ⊕

𝑟
𝑔) := 𝑓(𝑥, 𝑔(𝑥, 𝑦)).

Алгебра (𝑄; ·; ℓ·; 𝑟·) називається лупою, якщо вона має нейтральний елемент
𝑒: 𝑒𝑥 = 𝑥𝑒 = 𝑥 [6].

Квазiгрупу зручно розглядати як алгебру з усiма її парастрофами

в сигнатурi: (𝑄; ·, ℓ·, 𝑟·, 𝑠·, 𝑠ℓ· , 𝑠𝑟· ), коротко будемо записувати (𝑄; ·), де (·)
є її головною операцiєю. Якщо замiнити головну операцiю (·) на її

𝜎-парастроф (
𝜎·), то ми отримаємо алгебру (𝑄;

𝜎·, ℓ𝜎· , 𝑟𝜎· , 𝑠𝜎· , 𝑠ℓ𝜎· , 𝑠𝑟𝜎· ), яка

називається 𝜎-парастрофом даної квазiгрупи. Оскiльки її головною

операцiєю є (
𝜎·), то 𝜎-парастроф позначається через (𝑄;

𝜎·).
Бiєкцiї 𝐿𝑎, 𝑅𝑎, 𝑀𝑎 квазiгрупи (𝑄; ·) називаються лiвою, правою та

середньою трансляцiями, якщо

𝐿𝑎(𝑥) := 𝑎 · 𝑥, 𝑅𝑎(𝑥) := 𝑥 · 𝑎, 𝑀𝑎(𝑥) := 𝑥
𝑟· 𝑎. (1.6)

Звiдси,

𝐿−1
𝑎 (𝑥) = 𝑎

𝑟· 𝑥, 𝑅−1
𝑎 (𝑥) = 𝑥

ℓ· 𝑎, 𝑀−1
𝑎 (𝑥) = 𝑎

ℓ· 𝑥. (1.7)

У працях [32,41] середня трансляцiя позначається через 𝑇𝑎.

1.3. Квазiгрупи з властивостями оборотностi

Для асоцiативних бiнарних систем поняття оберненого елемента або

властивостi оборотностi має значення лише у тому випадку, якщо система

має одиничний елемент.
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Однак для квазiгруп властивiсть оборотностi можна визначити навiть

за вiдсутностi одиничного елемента.

Означення 1.2 (В. Бiлоусов, [30]). Квазiгрупа (𝑄; ·) називається:

(I) 𝜆-iнверсною квазiгрупою, якщо iснують пiдстановки 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3

множини 𝑄 такi, що виконується рiвнiсть

𝜆1(𝑥) · 𝜆2(𝑥 · 𝑦) = 𝜆3(𝑦), (1.8)

(II) 𝜌-iнверсною квазiгрупою, якщо iснують пiдстановки 𝜌1, 𝜌2, 𝜌3

множини 𝑄 такi, що виконується рiвнiсть

𝜌1(𝑦 · 𝑥) · 𝜌2(𝑥) = 𝜌3(𝑦), (1.9)

для всiх 𝑥, 𝑦 з 𝑄.

Означення 1.3 (В. Бiлоусов, [30]). Квазiгрупа (𝑄; ·), яка має 𝜆−,
𝜌−властивiсть оборотностi називається 𝐼-квазiгрупою.

Означення 1.4 (В. Бiлоусов, [30]). Квазiгрупа (𝑄; ·) називається 𝑃𝐼-
квазiгрупою, якщо iснують пiдстановки 𝜆1, 𝜆2 множини 𝑄 такi, що

𝜆1(𝑥) · 𝜆2(𝑥 · 𝑦) = 𝑦 та iснують пiдстановки 𝜌1, 𝜌2 множини 𝑄 такi,

що 𝜌1(𝑦 · 𝑥) · 𝜌2(𝑥) = (𝑦) для всiх 𝑥, 𝑦 з 𝑄.

Означення 1.5 ( [6, 95,109]). Квазiгрупа (𝑄; ·) називається:

1) лiвою 𝐼𝑃 -квазiгрупою (має лiву властивiсть оборотностi), якщо

iснує перетворення 𝜆 таке, що виконується рiвнiсть

𝜆(𝑥) · (𝑥 · 𝑦) = 𝑦, (1.10)

2) правою 𝐼𝑃 -квазiгрупою (має праву властивiсть оборотностi), якщо

iснує перетворення 𝜌 таке, що виконується рiвнiсть

(𝑦 · 𝑥) · 𝜌(𝑥) = 𝑦, (1.11)

при цьому 𝜆, 𝜌 називаються лiвою та правою функцiями оборотностi

вiдповiдно.
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Iншими словами, означення лiвої та правої 𝐼𝑃 -квазiгрупи можна дати

таким чином:

а) квазiгрупа (𝑄; ·) називається лiвою 𝐼𝑃 -квазiгрупою, якщо множини

лiвих трансляцiй та обернених до лiвих трансляцiй є рiвними:

{𝐿−1
𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑄} = {𝐿𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑄}.

б) квазiгрупа (𝑄; ·) називається правою 𝐼𝑃 -квазiгрупою, якщо

множини правих трансляцiй та обернених до правих трансляцiй є рiвними:

{𝑅−1
𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑄} = {𝑅𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑄}.

Означення 1.6. [109] Квазiгрупа (𝑄; ·) називається 𝜇-iнверсною

квазiгрупою, якщо iснують пiдстановки 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3 множини 𝑄 такi, що

виконується рiвнiсть

𝜇1(𝑥) · 𝜇2(𝑦) = 𝜇3(𝑦 · 𝑥), (1.12)

для всiх 𝑥, 𝑦 з 𝑄.

Означення 1.7 ( [77]). Квазiгрупа (𝑄; ·) називається середньою

𝐼𝑃 -квазiгрупою (має середню властивiсть оборотностi), якщо iснує

перетворення 𝜇 таке, що виконується рiвнiсть

𝑥 · 𝑦 = 𝜇(𝑦 · 𝑥), (1.13)

при цьому 𝜇 називається середньою функцiєю оборотностi.

Виявляється, що квазiгрупа (𝑄; ·) називається середньою 𝐼𝑃

квазiгрупою, якщо множини середнiх трансляцiй та обернених до середнiх

трансляцiй є рiвними:

{𝑀−1
𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑄} = {𝑀𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑄}.

Квазiгрупу, яка є лiвою 𝐼𝑃 , правою 𝐼𝑃 та середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою

називають 𝐼𝑃 квазiгрупою.

Р. Брук у працi [85] довiв таку лему.
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Лема 1.1. Якщо (𝑄; ·) — 𝐼𝑃 квазiгрупа, така, що виконуються

рiвностi 3.36, 1.15, то

(I) якщо 𝑄 – комутативна квазiгрупа, то 𝜆 = 𝜌;

(II) якщо 𝑄 має єдиний двостороннiй одиничний елемент, то 𝜆 = 𝜌;

(III) якщо 𝜆 = 𝜌 = 𝐽 , то 𝐽 є анти-автоморiфiзмом множини 𝑄;

(IV) якщо 𝛼, 𝛽 є автоморфiзмами множини 𝑄, причому 𝛼2 = 𝛽2 = 𝜄 то з

цього випливає, що квазiгрупа (𝑄; ∘), визначена рiвнiстю

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝛼(𝑥) · 𝛽(𝑦)

має також властивiсть оборотностi. Вiдображення в (𝑄; ∘), якi
вiдповiдають вiдображенням 𝜆 та 𝜌 в (𝑄; ·) визначаються такими

рiвностями:

𝜆∘ = 𝛼𝛽𝜆𝛼, 𝜌∘ = 𝛽𝛼𝜌𝛽.

Основнi властивостi лiвих та правих 𝐼𝑃 квазiгруп були дослiдженi для

деяких вiдображень 𝜆 та 𝜌 (див. [6, 95]) та є добре вiдомими.

1∘ Перетворення 𝜌, 𝜆 є iнволютивними. [6, 95]

2∘ (𝑦 · 𝜌(𝑥)) · 𝑥 = 𝑦,

𝑥 · (𝜆(𝑥) · 𝑦) = 𝑦,

𝜌(𝑥 · 𝑦) = 𝜆𝑦 · 𝜆𝑥,

𝜆(𝑥 · 𝑦) = 𝜌𝑦 · 𝜌𝑥.

3∘ Для довiльного 𝑎 [6, 95]

𝐿𝜆𝑎 = 𝐿−1
𝑎 ,

𝑅𝜌𝑎 = 𝑅−1
𝑎 ,

4∘ Для довiльного 𝑎 маємо [6, 95]:

𝜌𝑅𝑎𝜆 = 𝐿−1
𝑎 , 𝜆𝐿𝑎𝜌 = 𝑅−1

𝑎 ,

𝜆𝑅𝑎𝜌 = 𝐿𝜌𝑎, 𝜌𝐿𝑎𝜆 = 𝑅𝜆𝑎.
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Оскiльки поняття середньої 𝐼𝑃 квазiгрупи було введено в [77], тому

ми довели тiльки спiввiдношення, якi мiстять перетворення 𝜇 (середню

функцiю оборотностi), якi представленi в роздiлi 2.

Частковим випадком 𝐼𝑃 квазiгрупи є 𝑇𝑆 квазiгрупа, яка визначається

таким чином:

Квазiгрупа (𝑄; ·) називається 𝑇𝑆 квазiгрупою, якщо в (𝑄; ·)
виконуються такi тотожностi:

𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑦.

Приклад, наведений В. Бiлоусовим [6], демонструє квазiгрупу з

властивiстю оборотностi, де лiва та права функцiї оборотностi є рiзними.

Тобто ця квазiгрупа має двосторонню властивiсть оборотностi.

Нами показано, що ця квазiгрупа має тристоронню властивiсть

оборотностi та середня функцiя оборотностi є вiдмiнною вiд лiвої та правої

функцiй оборотностi.

Нехай (𝐺; +) — абелева група. Операцiя (·) визначена на множинi 𝐺×
𝐺, ставлячи:

(𝑎, 𝑏) · (𝑐, 𝑑) = (𝑎+ 𝑐, 𝑑− 𝑏).

Перетворення 𝜆, 𝜌 визначенi в [6]:

𝜆(𝑎, 𝑏) := (−𝑎,−𝑏), 𝜌(𝑎, 𝑏) := (−𝑎, 𝑏).

Перетворення 𝜇 визначили наступним чином [77]:

𝜇(𝑎, 𝑏) := (𝑎,−𝑏).

У [6] показано, що 𝜆, 𝜌 є лiвою та правою функцiями оборотностi

вiдповiдно та вони є рiзними:

𝜆(𝑐, 𝑑) · [(𝑐, 𝑑) · (𝑎, 𝑏)] = (−𝑐,−𝑑)(𝑐+𝑎, 𝑏−𝑑) = (−𝑐+ 𝑐+𝑑, 𝑏−𝑑+𝑑) = (𝑎, 𝑏),

[(𝑎, 𝑏) · (𝑐, 𝑑)] · 𝜌(𝑐, 𝑑) = (𝑎+ 𝑐, 𝑑− 𝑏)(−𝑐, 𝑑) = (𝑎+ 𝑐− 𝑐, 𝑑− 𝑑+ 𝑏) = (𝑎, 𝑏).

Доведемо, що 𝜇 є середньою функцiєю оборотностi, крiм того 𝜇 ̸= 𝜆

and 𝜇 ̸= 𝜌.
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Справдi, перевiримо виконання рiвностi (1.17).

𝜇((𝑎, 𝑏)·(𝑐, 𝑑)) = 𝜇(𝑎+𝑐, 𝑑−𝑏) = (𝑎+𝑐,−(𝑑−𝑏)) = (𝑎+𝑐, 𝑏−𝑑) = (𝑐, 𝑑)·(𝑎, 𝑏),

Вiзьмемо пару (𝑎, 𝑎) i 𝑎 ̸= −𝑎. Припустимо, що 𝜇 = 𝜆, тодi 𝜇(𝑎, 𝑎) = 𝜆(𝑎, 𝑎),

iншими словами (𝑎,−𝑎) = (−𝑎,−𝑎). Звiдси ми отримуємо 𝑎 = −𝑎. Це

означає, що 𝜇 ̸= 𝜆. Доведемо, що 𝜇 ̸= 𝜌.

Припустимо, що 𝜇 = 𝜌, тодi 𝜇(𝑎, 𝑎) = 𝜌(𝑎, 𝑎), iншими словами (𝑎,−𝑎) =
(−𝑎, 𝑎). Звiдси ми отримуємо 𝑎 = −𝑎. Це означає, що 𝜇 ̸= 𝜌.

Отже, 𝜇 є середньою функцiєю оборотностi, бiльше того, не є нi лiвою,

нi правою функцiями оборотностi. Цей приклад показав, що iснують

тристороннi 𝐼𝑃 квазiгрупи з рiзними функцiями оборотностi.

Якщо (𝑄; ·) є лупою з одиничним елементом 𝜄 i кожен елемент 𝑥 ∈
𝑄 має єдиний лiвий обернений елемент 𝜆(𝑥) i єдиний правий обернений

елемент 𝜌(𝑥) такий, що 𝜆(𝑥) · 𝑥 = 𝑥 · 𝜌(𝑥) = 𝜄.

Однак саме iснування цих обернених елементiв не означає виконання

тотожностей (3.36), (1.15). Таким чином, не кожна лупа має властивiсть

оборотностi. У [95] показано приклад, який пiдтверджує представлений

факт.

Означення 1.8 ( [6, 28,95,109]). Квазiгрупа (𝑄; ·) називається:

1) 𝐶𝐼𝑃 -квазiгрупою, якщо iснує перетворення 𝛾 таке, що виконується

рiвнiсть

(𝑥 · 𝑦) · 𝛾(𝑥) = 𝑦, (1.14)

2) 𝑊𝐼𝑃 -квазiгрупою, якщо iснує перетворення 𝜙 таке, що виконується

рiвнiсть

𝑥 · 𝜙(𝑦 · 𝑥) = 𝜙(𝑦), (1.15)

3) 𝑚-iнверсною квазiгрупою, якщо iснує перетворення 𝐽 таке, що

виконується рiвнiсть

𝐽𝑚(𝑥 · 𝑦) · 𝐽𝑚+1(𝑥) = 𝐽𝑚(𝑦), (1.16)
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4) (𝑟, 𝑠, 𝑡)- iнверсною квазiгрупою, якщо iснує перетворення 𝐽 таке, що

виконується рiвнiсть

𝐽𝑟(𝑥 · 𝑦) · 𝐽𝑠(𝑥) = 𝐽 𝑡(𝑦), (1.17)

при цьому 𝛾, 𝜙 та 𝐽 називаються функцiями оборотностi.

Означення 1.9. Лупа (𝑄; ·), в якiй пiдстановка правого оберненого

елемента є автоморфiзмом:

𝐽(𝑥𝑦) = 𝐽(𝑥) · 𝐽(𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄

називається автоморфно-iнверсною лупою (𝐴𝐼-лупою).

Означення 1.10. 𝐴𝐼-лупа (𝑄; ·), будь-який 𝐿𝑃 -iзотоп якої є 𝐴𝐼-

лупою, називається унiверсально-автоморфно-iнверсною лупою (𝑈𝐴𝐼-

лупою).

У працi [35] доведено, що у 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупi перетворення 𝛾 є

автоморфiзмом.

I. Флоря, Н. Дiдурик навели приклад, коли 𝐼𝑃 квазiгрупа не є 𝑊𝐼𝑃

квазiгрупою. Г. Пфлюгфельдер у працi [95] довела, що кожна 𝐶𝐼𝑃 лупа є

𝑊𝐼𝑃 лупою.

Приклад лупи з властивiстю схрещеної оборотностi, яка не є 𝐼𝑃 лупою,

побудовано у працях Р. Арцi [34,35].

Приклад. [34] Лупа (𝑄; ·) з операцiєю (·), яка визначена таблицею

· 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 5

2 2 1 4 5 3

3 3 5 1 2 4

4 4 3 5 1 2

5 5 4 2 3 1

є 𝐶𝐼𝑃 лупою.
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У працi [33] Н. Дiдурик побудувала приклад 𝑊𝐼𝑃 квазiгрупи та ввела

поняття узагальненої 𝑊𝐼𝑃 квазiгрупи (𝑂𝑊𝐼𝑃 квазiгрупи) i дослiдила їх

властивостi.

Приклад. [33] Квазiгрупа (𝑄; ∘), де 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑎−1𝑦, (𝑄; +) – поле

рацiональних чисел, 𝑎 – фiксоване рацiональне число, 𝑎 ̸= 0, 1 буде 𝑊𝐼𝑃

квазiгрупою з функцiєю оборотностi 𝐽 = −𝑎3𝑦.
Також доведено, що довiльна 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупа (𝑄; ·) є 𝑊𝐼𝑃

квазiгрупою.

Означення 1.11. Квазiгрупа (𝑄; ·) називається 𝑂𝑊𝐼𝑃 квазiгрупою,

якщо в (𝑄; ·) має мiсце рiвнiсть

𝑥 · 𝐽(𝑦 · 𝛼(𝑥)) = 𝐽(𝑦),

для довiльних 𝑥, 𝑦 з 𝑄, де 𝐽 , 𝛼 – деякi пiдстановки множини 𝑄.

Б. Цуркан у працi [30] довiв, що класи 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп та 𝐼𝑃 квазiгруп

не спiвпадають i побудував 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупу, задану таблицею,

· 0 1 2 3 4

0 0 3 1 2 4

1 2 1 4 0 3

2 3 0 2 4 1

3 1 4 0 3 2

4 4 2 3 1 0

яка не є 𝐼𝑃 квазiгрупою.

Властивостi 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп доведенi в працi [26]:

1) Якщо (𝑄; ·) — 𝐶𝐼 лупа з одиницею 1, то 𝛾(𝑥) = 𝑥−1. Тому для 𝐶𝐼

лупи виконується рiвнiсть (𝑥 · 𝑦) · 𝑥−1=y.

2) Вiдображення 𝛾 : 𝑥→ 𝑥−1 є пiдстановкою множини 𝑄 i 𝛾𝛾−1 = 𝜄. У

довiльнiй 𝐶𝐼 квазiгрупi виконується рiвнiсть −1(𝑥−1) = (−1𝑥)−1 = 𝑥.

3) Розв’язком рiвняння 𝑎𝑥 = 𝑏 буде 𝑥 = 𝑏𝑎−1, а рiвняння 𝑦𝑎 = 𝑏 –

вiдповiдно 𝑦 = −1𝑎𝑏.
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4) Виконуються рiвностi (𝑥𝑦)−1 = 𝑥−1𝑦−1, −1(𝑥𝑦) = −1𝑥−1𝑦.

5) Пiдстановка 𝛾 є автоморфiзмом квазiгрупи (𝑄; ·).
6) У довiльнiй 𝐶𝐼 квазiгрупi виконуються рiвностi:

𝛾𝑅𝑎𝛾
−1 = 𝑅𝛾𝑎,

𝛾−1𝐿𝑎𝛾 = 𝐿𝛾−1𝑎,

𝛾−1𝑅𝑎𝛾 = 𝑅𝛾−1𝑎,

𝛾𝐿𝑎𝛾
−1 = 𝐿𝛾𝑎.

1.4. Закон парастрофної симетрiї

У працi Ф. Сохацького [84] детально представлено закон парастрофної

симетрiї.

Нехай 𝑃 довiльне твердження в класi квазiгруп A. Твердження 𝜎𝑃

називаємо 𝜎-парастрофом твердження 𝑃 , якщо його можна отримати з

𝑃 замiною кожного парастрофа (
𝜏·) на (

𝜏𝜎−1

· ); де 𝜎A позначає клас всiх 𝜎-

парастрофiв квазiгруп з класу A.

Теорема 1.1. [84] Нехай A – клас квазiгруп, то твердження 𝑃 є

iстинним A тодi i тiльки тодi, коли 𝜎𝑃 є iстинним в 𝜎A.

Наслiдок 1.1. [84] Нехай 𝑃 є iстинним в класi квазiгруп A, тодi 𝜎𝑃

є iстинним в A для всiх 𝜎 ∈ Ps(A).

Наслiдок 1.2. [84] У тотально-симетричному класi квазiгруп

разом з довiльним твердженням iстинний довiльний парастроф цього

твердження.

Наприклад, нехай 𝑃 буде твердженням у многовидi всiх

дистрибутивних квазiгруп, тодi 𝜎𝑃 буде iстинним у цьому многовидi

для всiх 𝜎 ∈ 𝑆3, оскiльки многовид дистрибутивних квазiгруп є тотально-

симетричним, тобто кожний парастроф дистрибутивної квазiгрупи є також

дистрибутивним [76].
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Наслiдок 1.3. [84] Тотожнiсть 𝜔 = 𝜐 визначає многовид квазiгруп

A, тодi i тiльки тодi, коли 𝜎-парастроф 𝜎(𝜔 = 𝜐) цiєї тотожностi

визначає многовид 𝜎A, де 𝜎 ∈ 𝑆3.

Тотожнiсть 𝜎(𝜔 = 𝜐) отримується з тотожностi 𝜔 = 𝜐 замiною

довiльного парастрофа (
𝜏·) на (

𝜏𝜎−1

· ).

Згiдно означення 𝑠ℓ-парастрофом тотожностi 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥 є тотожнiсть

(𝑥
𝑠𝑟· 𝑦) 𝑠𝑟· 𝑦 = 𝑥, оскiльки (𝑠ℓ)−1 = 𝑠𝑟. Отриману тотожнiсть запишемо у

виглядi (𝑥 𝑠(
𝑟·) 𝑦) 𝑠(

𝑟·) 𝑦 = 𝑥.

З означення 𝑠-парастрофа випливає, що 𝑡1
𝑠· 𝑡2 = 𝑡2 · 𝑡1 для довiльних

термiв 𝑡1, 𝑡2. Тому маємо рiвносильну їй тотожнiсть 𝑦
𝑟· (𝑦 𝑟· 𝑥) = 𝑥.

За означенням 𝑟-парастрофа, маємо 𝑦 · 𝑥 = 𝑦
𝑟· 𝑥. Знову застосуємо

означення 𝑟-парастрофа: 𝑥 = 𝑦 · 𝑦𝑥. Отже, клас 𝑠ℓA є многовидом, який

визначається тотожнiстю 𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑥.

Зауважимо, що має мiсце такий наслiдок.

Наслiдок 1.4. Тотожнiсть 𝜏(𝜎(𝜔 = 𝜐)) рiвносильна тотожностi

𝜏𝜎(𝜔 = 𝜐), де 𝜎, 𝜏 ∈ 𝑆3.

Прикладами тотально-симетричних класiв є многовид дистрибутивних

квазiгруп, многовид всiх квазiгруп, многовид iдемпотентних квазiгруп,

многовид унiпотентних луп тощо [55].

Клас усiх квазiгруп покритий шiстьма класами [55]: класом всiх

асиметричних квазiгруп i п’ятьма многовидами квазiгруп (комутативних,

лiвосиметричних, правосиметричних, напiвсиметричних i тотально-

симетричних). Кожен з цих класiв характеризується групою симетрiї його

квазiгрупи.

Квазiгрупа має властивiсть симетрiї, якщо вона задовольняє однiй

з таких властивостей симетрiї: комутативнiсть, симетрiю злiва, симетрiю

справа, напiвсиметрiю або тотальну симетрiю [55].

Якщо всi парастрофи оборотної функцiї збiгаються, то функцiя

називається TS-квазiгрупою.
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Елемент 𝑒 квазiгрупи (𝑄; 𝑓) називається односторонньо нейтральним,

якщо в (𝑄; 𝑓) виконується принаймнi одна iз тотожностей

𝑓(𝑒, 𝑥) = 𝑥, 𝑓(𝑥, 𝑒) = 𝑥, 𝑓(𝑥, 𝑥) = 𝑒.

Iз твердження 6 iз [84] випливає такий наслiдок.

Лема 1.2. [81] Якщо елемент квазiгрупи односторонньо

нейтральний, то вiн є односторонньо нейтральним в довiльному

парастрофi цiєї квазiгрупи.

Аналогiчно вводиться парастрофна симетрiя для многовидiв

квазiгруп [84].

Означення 1.12. Многовид 𝜎A, який складається з усiх 𝜎-

парастрофiв квазiгруп iз A, називається 𝜎-парастрофом многовида A.

Многовид називається [84]:

— тотально-симетричним, якщо група парастрофних симетрiй є

шестиелементною множиною, тобто Ps(A) = 𝑆3;

— напiвсиметричним, якщо група парастрофних симетрiй є

триелементною множиною, тобто Ps(A) = 𝐴3;

— однобiчно-симетричним, якщо група парастрофних симетрiй є

двоелементною множиною, тобто |Ps(A)| = 2;

— асиметричним, якщо група парастрофних симетрiй є одноелементною

множиною, тобто |Ps(A)| = 1.

Парастрофною орбiтою (пучком) многовидiв називається множина

всiх попарно парастрофних мiж собою многовидiв. Група парастрофних

симетрiй многовида Ps(A) := {𝜎 | 𝜎A = A} є пiгрупою групи 𝑆3.

Парастрофну орбiту многовидiв називаємо [84]:

� тотально-симетричною, якщо вона має один многовид;

� напiвсиметричною, якщо вона має 2 многовиди;

� однобiчно-симетричною, якщо вона має 3 многовиди;
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� асиметричною, якщо вона має 6 многовидiв.

Означення 1.13. [84] Перехiд вiд тотожностi id до тотожностi

𝜎id називається парастрофним перетворенням (𝜎-парастрофним

перетворенням), якщо її можна отримати замiною головної операцiї на

її 𝜎−1-парастроф.

Перетворення вiд тотожностi id до тотожностi id′ з використанням

первинних тотожностей називається первинним перетворенням. У статтi

Ф. Сохацького [14] вживається термiн “парастрофне” перетворення.

Двi тотожностi називаємо [84]:

— рiвносильними, якщо вони визначають один i той самий многовид;

— первинно-рiвносильними, якщо одну з них можна отримати з iншої

за допомогою скiнченної кiлькостi застосувань первинних тотожностей

(первинно-рiвносильнi тотожностi є рiвносильними);

— 𝜎-парастрофними, якщо одну з iншої можна отримати за допомогою

𝜎-парастрофних перетворень;

— 𝜎-парастрофно-рiвносильними, якщо вони визначають 𝜎-парастрофнi

многовиди (𝜎-парастрофно-рiвносильнi тотожностi визначають 𝜎-

парастрофнi многовиди);

— 𝜎-парастрофно-первинно-рiвносильними, якщо одну з них можна

отримати з iншої за допомогою скiнченної кiлькостi заcтосувань первинних

тотожностей i 𝜎1-, 𝜎2-, . . ., 𝜎𝑘-парастрофних перетворень, таких що

𝜎1𝜎2 . . . 𝜎𝑘 = 𝜎 для деяких 𝑘 ∈ N.

У загальному випадку 𝜎 будемо опускати. Наприклад, двi тотожностi

називаємо парастрофно-рiвносильними, якщо вони 𝜎-парастрофно-

рiвносильнi для деяких 𝜎 ∈ 𝑆3.

Означення 1.14. Дiя симетричної групи 𝑆3 = {𝜄, ℓ, 𝑟, 𝑠, 𝑠ℓ, 𝑠𝑟}, де ℓ :=
(13), 𝑠 := (12), 𝑟 := (23), на множинi 𝐾 називають парастрофною дiєю,

тобто рiвностi 𝜄𝑘 = 𝑘 i 𝜎(𝜏𝑘) = 𝜎𝜏𝑘 виконуються для всiх 𝜎, 𝜏 ∈ 𝑆3,

де 𝜎𝑘 позначає образ пари (𝜎, 𝑘). Для деякого елемента 𝑘 її стабiлiзатор
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групи Ps(𝑘) називається групою парастрофної симетрiї та її орбiта Po(𝑘)

називається парастрофною орбiтою.

Обидвi група парастрофної симетрiї та її парастрофна орбiта

визначаються такими рiвностями

Ps(𝑘) := {𝜎 | 𝜎𝑘 = 𝑘}, Po(𝑘) := {𝑘1 | (∃𝜎 ∈ 𝑆3) 𝑘1 =
𝜎𝑘}. (1.18)

Квазiгрупа називається [53]:

— асиметричною, якщо всi парастрофи попарно рiзнi, тобто, Ps(·) = {𝜄};
— комутативною, якщо Ps(·) ⊇ {𝜄, 𝑠}, тобто, клас усiх комутативних

квазiгруп описується тотожнiстю

𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, (1.19)

це означає, що (·) = (
𝑠·), (ℓ·) = (

𝑠𝑟· ), (𝑟·) = (
𝑠ℓ· );

— лiвосиметричною, якщо Ps(·) ⊇ {𝜄, 𝑟}, тобто, клас усiх лiвосиметричних
квазiгруп описується тотожнiстю

𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑦, (1.20)

це означає, що (·) = (
𝑟·), (𝑠·) = (

ℓ·), (𝑠ℓ· ) = (
𝑠𝑟· );

— правосиметричною, якщо Ps(·) ⊇ {𝜄, ℓ}, тобто, клас усiх

правосиметричних квазiгруп описується тотожнiстю

𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥, (1.21)

це означає, що (·) = (
ℓ·), (𝑠·) = (

𝑟·), (𝑠𝑟· ) = (
𝑠ℓ· );

— напiвсиметричною, якщо Ps(·) ⊇ 𝐴3, тобто, клас усiх напiвсиметричних

квазiгруп описується тотожнiстю

𝑥𝑦 · 𝑥 = 𝑦, (1.22)

це означає, що

(·) = (
𝑠ℓ· ) = (

𝑠𝑟· ), (
𝑠·) = (

ℓ·) = (
𝑟·); (1.23)

— тотально-симетричною, якщо Ps(·) = 𝑆3, тобто, клас усiх тотально-

симетричних квазiгруп описується тотожностями (1.19) i (1.21), це означає,

що всi парастрофи збiгаються.
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Неважко перевiрити правильнiсть такої теореми.

Теорема 1.2. [100] Нехай 𝑘 – елемент множини 𝐾. Кожна

парастрофна дiя на множинi 𝐾 задовольняє таким властивостям:

1) парастрофна орбiта формує розбиття множини 𝐾;

2) група парастрофної симетрiї Ps(𝑘) буде пiдгрупою 𝑆3;

3) Ps(𝜎𝑘) = 𝜎Ps(𝑘)𝜎−1, 𝜎 ∈ 𝑆3;

4) |Ps(𝑘)| · |Po(𝑘)| = 6;

5) потужнiсть |𝑃𝑜(𝑘)| буде 1, 2, 3 або 6. Назвемо елемент 𝑘:

(I) асиметричним, якщо |Ps(𝑘)| = 1. Тодi його орбiта має шiсть

рiзних елементiв

Po(𝑘) = {𝑘, ℓ𝑘, 𝑟𝑘, 𝑠𝑘, 𝑠ℓ𝑘, 𝑠𝑟𝑘}

i кожен з них має {𝜄} як її групу парастрофної симетрiї;

(II) одно симетричним, якщо |Ps(𝑘)| = 2. Тодi його орбiта має три

рiзних елемента

Po(𝑘) = {𝑘, ℓ𝑘, 𝑟𝑘},

а її групи парастрофної симетрiї {𝜄, 𝑠}, {𝜄, ℓ}, {𝜄, 𝑟} є

спряженими;

(III) напiвсиметричним, якщо |Ps(𝑘)| = 3. Тодi його орбiта має два

рiзних елемента

Po(𝑘) = {𝑘, 𝑠𝑘}, 𝑘 = 𝑠ℓ𝑘 = 𝑠𝑟𝑘, 𝑠𝑘 = ℓ𝑘 = 𝑟𝑘,

i кожен з них має 𝐴3 як її групу парастрофної симетрiї;

(IV) тотально симетричним, якщо |Ps(𝑘)| = 6. Тодi його орбiта має

один елемент, група парастрофної симетрiї якого є симетрична

група 𝑆3.
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Парастрофна орбiта 𝐼𝑃 квазiгруп детально була розглянута в [77].

Нехай 𝜎A позначає клас всiх 𝜎-парастрофiв квазiгрупи з A. Множина

всiх попарно-парастрофних класiв називається парастрофною орбiтою

класу A [84]:

Po(A) := {𝜎A | 𝜎 ∈ 𝑆3} = {A, ℓA, 𝑟A, 𝑠A, 𝑠ℓA, 𝑠𝑟A}. (1.24)

Оскiльки (𝜎,A) ↦→ 𝜎A є парастрофною дiєю на Po(A), то

|Ps(A)| · |Po(A)| = 6.

Парастрофна орбiта многовидiв однозначно визначається одним iз її

многовидiв, тобто, якщо A є многовидом, то всi елементи з Po(A) є також

многовидами, i кожен з них визначає Po(A) повнiстю.

Отже, якщо тотожнiсть визначає многовид, то вона визначає всi

многовиди зi своєї парастрофної орбiти.

1.5. Висновки до роздiлу 1

У роздiлi подано допомiжнi результати, огляд лiтератури iз теми

дослiдження, наведено i систематизовано основнi поняття i твердження.

Зокрема:

— проаналiзовано лiтературу з теми дослiдження;

— розглянуто поняття оборотних операцiй;

— наведено рiзнi формулювання поняття квазiгрупи;

— розглянуто рiзнi означення квазiгруп з властивостями оборотностi;

— подано основнi поняття та теореми методу парастрофної симетрiї.
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РОЗДIЛ 2

КЛАСИФIКАЦIЯ МНОГОВИДIВ КВАЗIГРУП

З ВЛАСТИВОСТЯМИ ОБОРОТНОСТI ЗА МНОЖИНАМИ

ТРАНСЛЯЦIЙ

У даному роздiлi доведено, що трансляцiя має два незалежних

параметри, один з яких є бiєкцiєю носiя, а другий параметр ми назвали

напрямком. Розглянули властивостi напрямкiв у квазiгрупi (довели

вiдповiднi твердження). Дослiджено рiвнiсть множин трансляцiй рiзних

напрямкiв, знайдено вiдповiднi класи квазiгруп та доведено, що цi класи є

многовидами (вiдповiднi тотожностi знайденi).

2.1. Вiдношення парастрофiї на трансляцiях

У цьому пiдроздiлi ми розглядаємо деякi спiввiдношення мiж

трансляцiями, якi визначенi одним i тим самим елементом у квазiгрупi.

Нехай 𝐹 є функцiйною змiнною квазiгрупи, тобто змiнна набуває

значення в множинi оборотних операцiй носiя. 𝜎-парастроф змiнної

позначається через 𝜎𝐹 та набуває значення 𝜎𝑓 , якщо 𝐹 набуває значення

𝑓 . Також для функцiйних змiнних можливi такi позначення (·), (∘).
У пiдроздiлi ми розглядаємо лише предикати 𝑃 (𝐹 ) логiки другого

порядку, такщо 𝑃 (𝑓) є твердженням логiки першого порядку, де 𝐹 є

функцiйною змiнною i 𝑓 є функцiєю, визначеною на множинi.

Означення 2.1. Нехай 𝑃 (𝐹 ) є предикат в класi квазiгруп A, де 𝐹

приймає значення в головних операцiях квазiгруп з A. Предикат 𝜎𝑃 (𝐹 )

називають 𝜎-парастрофом 𝑃 (𝐹 ), якщо його можна отримати з 𝑃 (𝐹 )

замiнивши 𝐹 на 𝜎−1

𝐹 .

“𝑃 (𝐹 ) є предикатом у класi квазiгруп A” означає, що 𝑃 (𝐹 ) не мiстить

нi функцiйних, нi окремих констант, а функцiйнi змiннi 𝐹 приймають
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значення серед головних операцiй у класi квазiгруп A.

Ми говоримо, що “𝑃 (·) є iстинним в квазiгрупi (𝑄; 𝑓)”, якщо 𝑃 (𝑓) є

iстинне твердження в (𝑄; 𝑓) та “𝑃 (·) є iстинним в класi квазiгруп A”, якщо

це iстина в кожнiй квазiгрупi класу A.

Твердження 2.1. 𝜅(𝜎𝑃 ) i 𝜅𝜎𝑃 є тотожнiми предикатами.

Доведення. Нехай 𝑃 (·) є предикатом в класi квазiгруп A. Згiдно

означення, 𝜎𝑃 (·) отримано з 𝑃 (·) замiною (·) на (
𝜎−1

· ).
Щоб отримати 𝜅(𝜎𝑃 )(·), потрiбно замiнити (·) на (

𝜅−1

· ) в 𝜎𝑃 (·).
Таким чином, 𝜅(𝜎𝑃 )(·) отримується з 𝑃 (·) замiнюючи (·) на (

𝜎−1𝜅−1

· ) =

(
(𝜅𝜎)−1

· ). Тому 𝜅(𝜎𝑃 ) i 𝜅𝜎𝑃 є тотожнiми предикатами. 2

Нехай (𝑄; ∘) буде квазiгрупою та 𝑃 є твердженням, визначеним в (𝑄; ∘).
Парастрофна орбiта Po(𝑃 ) та множина парастрофної симетрiї Ps∘(𝑃 )

твердження 𝑃 визначаються рiвностями:

Po(𝑃 ) := {𝜎𝑃 | 𝜎 ∈ 𝑆3}, Ps∘(𝑃 ) := {𝜎 | 𝜎𝑃 є iстинним в (𝑄; ∘)}.

Будемо писати Ps𝜎(𝑃 ) замiсть Ps
𝜎∘(𝑃 ), якщо це не призведе до

непорозумiння.

Лема 2.1. [100] Нехай (𝑄; ∘) буде квазiгрупою, 𝑃 (·) є твердженням

та (·) буде функцiйною змiнною.

(I) Якщо 𝑃 (·) є iстинним в квазiрупi (𝑄; ∘), тобто 𝑃 (∘) є iстинним,

тодi для всiх 𝜎 ∈ 𝑆3,
𝜎𝑃 (·) є iстинним в його 𝜎-парастрофi (𝑄;

𝜎∘);

(II) “𝜎𝑃 (·) є iстинним в 𝜈-парастрофi (𝑄; ∘)” еквiвалентне 𝜎 ∈ 𝜈Ps𝜄(𝑃 );

(III) Ps𝜈(𝑃 ) = 𝜈Ps𝜄(𝑃 );

(IV) Якщо Ps𝜄(𝑃 ) є групою, тодi 𝑆3 дiє на Po(𝑃 ) щодо бiнарного

спiввiдношення “бути iстинним у парастрофi даної квазiгрупи”.

Кожен елемент 𝑎 квазiгрупи (𝑄; ·) визначає шiсть бiєкцiй: лiвi, правi,
середнi трансляцiї та їх оберненi.
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M𝑎 := {𝑀𝑎,𝑀
−1
𝑎 , 𝐿𝑎, 𝐿

−1
𝑎 , 𝑅𝑎, 𝑅

−1
𝑎 }. (2.1)

Загальновiдомо, що кожен елемент визначає однакову множину бiєкцiй

у кожному парастрофi квазiгрупи (див. для прикладу [20, 31, 32, 41]).

Але виникає питання: яка залежнiсть мiж трансляцiями в квазiгрупi та

трансляцiями в 𝜎-парастрофi квазiгрупи?

В. Бiлоусов [30], Д. Дуплак [31], В. Щербаков [20] парастрофи

трансляцiй представили в таблицi

𝜄 𝑠 ℓ 𝑟 𝑠ℓ 𝑠𝑟

𝐿𝑎 𝐿𝑎 𝑅𝑎 𝑀−1
𝑎 𝐿−1

𝑎 𝑅−1
𝑎 𝑀𝑎

𝑅𝑎 𝑅𝑎 𝐿𝑎 𝑅−1
𝑎 𝑀𝑎 𝑀−1

𝑎 𝐿−1
𝑎

𝑀𝑎 𝑀𝑎 𝑀−1
𝑎 𝐿−1

𝑎 𝑅𝑎 𝐿𝑎 𝑅−1
𝑎

𝐿−1
𝑎 𝐿−1

𝑎 𝑅−1
𝑎 𝑀𝑎 𝐿𝑎 𝑅𝑎 𝑀−1

𝑎

𝑅−1
𝑎 𝑅−1

𝑎 𝐿−1
𝑎 𝑅𝑎 𝑀−1

𝑎 𝑀𝑎 𝐿𝑎

𝑀−1
𝑎 𝑀−1

𝑎 𝑀𝑎 𝐿𝑎 𝑅−1
𝑎 𝐿−1

𝑎 𝑅𝑎

У тотально-симетричнiй квазiгрупi всi трансляцiї визначенi одним i тим

самим елементом збiгаються. Незважаючи на це, вiдповiдну сiтку можна

побудувати. Ось чому двi трансляцiї можна вважати рiзними, навiть

коли вони збiгаються як вiдображення. Для цього ми введемо додатковий

параметр, який назвемо напрямком. Кожна трансляцiя матиме певний

напрямок.

Означення 𝜎-парастрофа лiвої, правої та середньої трансляцiй

отримаємо з означеннь вiдповiдних трансляцiй, замiнюючи головну

операцiю на її 𝜎−1-парастроф:

𝜎𝐿𝑎(𝑥) := 𝑎
𝜎−1

· 𝑥, 𝜎𝑅𝑎(𝑥) := 𝑥
𝜎−1

· 𝑎, 𝜎𝑀𝑎(𝑥) := 𝑥
𝑟𝜎−1

· 𝑎, (2.2)

де 𝜎 ∈ 𝑆3.

Замiнивши головну операцiю на її 𝜅−1-парастроф у цих рiвностях, ми
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отримаємо

𝜅(𝜎𝐿𝑎) =
𝜅𝜎𝐿𝑎,

𝜅(𝜎𝑅𝑎) =
𝜅𝜎𝑅𝑎,

𝜅(𝜎𝑀𝑎) =
𝜅𝜎𝑀𝑎. (2.3)

Спiввiдношення мiж парастрофами рiзних трансляцiй та їх оберненими

представленi такими рiвностями:

𝜎𝐿𝑎 =
𝜎𝑠𝑟𝑀𝑎,

𝜎𝑅𝑎 =
𝜎𝑟𝑀𝑎,

𝜎𝑠𝑀𝑎 = (𝜎𝑀𝑎)
−1. (2.4)

Справдi,

𝜎𝐿𝑎(𝑥) = 𝑎
𝜎−1

· 𝑥 = 𝑥
𝑠𝜎−1

· 𝑎 = 𝑎
𝑟(𝜎𝑠𝑟)−1

· 𝑥 = 𝜎𝑠𝑟𝑀𝑎(𝑥);

𝜎𝑅𝑎(𝑥) = 𝑥
𝜎−1

· 𝑎 = 𝑥
𝑟(𝜎𝑟)−1

· 𝑎 = 𝜎𝑟𝑀𝑎(𝑥);

𝜎𝑠𝑀𝑎(𝑥) = 𝑦 ⇔ 𝑥
(𝜎𝑠)−1

· 𝑦 = 𝑎 ⇔ 𝑥
𝑠𝜎−1

· 𝑦 = 𝑎 ⇔ 𝑦
𝜎−1

· 𝑥 = 𝑎 ⇔

⇔ 𝜎𝑀𝑎(𝑦) = 𝑥 ⇔ (𝜎𝑀𝑎)
−1(𝑥) = 𝑦.

Твердження 2.2. У всiх парастрофах квазiгрупи (𝑄; ·) деякий

елемент 𝑎 визначає одну i ту ж множину трансляцiй M𝑎 (див. (2.1)).

Бiльше того,

M𝑎 = {𝜎𝐿𝑎 | 𝜎 ∈ 𝑆3} = {𝜎𝑅𝑎 | 𝜎 ∈ 𝑆3} = {𝜎𝑀𝑎 | 𝜎 ∈ 𝑆3}. (2.5)

А саме, такi рiвностi є iстинними

𝜄𝑀𝑎 =𝑀𝑎,
ℓ𝑠𝑀𝑎 = 𝐿𝑎,

𝑟𝑀𝑎 = 𝑅𝑎,

𝑠𝑀𝑎 =𝑀−1
𝑎 , ℓ𝑀𝑎 = 𝐿−1

𝑎 , 𝑟𝑠𝑀𝑎 = 𝑅−1
𝑎 .

(2.6)

M𝑎 = {𝜄𝑀𝑎,
𝑠𝑀𝑎,

ℓ𝑀𝑎,
𝑟𝑀𝑎,

ℓ𝑠𝑀𝑎,
𝑟𝑠𝑀𝑎}.
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Доведення.

𝜄𝑀𝑎(𝑥)
(2.2)
= 𝑥

𝑟∘ 𝑎 (1.6)
= 𝑀𝑎(𝑥),

𝑠𝑀𝑎(𝑥)
(2.2)
= 𝑥

𝑟𝑠∘ 𝑎 = 𝑥
𝑠ℓ∘ 𝑎 = 𝑎

ℓ∘ 𝑥 (1.7)
= 𝑀−1

𝑎 (𝑥),

ℓ𝑀𝑎(𝑥)
(2.2)
= 𝑥

𝑟ℓ∘ 𝑎 = 𝑥
𝑠𝑟∘ 𝑎 = 𝑥

𝑟∘ 𝑎 (1.7)
= 𝐿−1

𝑎 (𝑥),

𝑟𝑀𝑎(𝑥)
(2.2)
= 𝑥

𝑟𝑟∘ 𝑎 = 𝑥 ∘ 𝑎 (1.6)
= 𝑅𝑎(𝑥),

𝑠𝑟𝑀𝑎(𝑥)
(2.2)
= 𝑥

𝑟𝑟𝑠∘ 𝑎 = 𝑥
𝑠∘ 𝑎 = 𝑎 ∘ 𝑥 = 𝑎

(1.6)
= 𝐿𝑎(𝑥),

𝑠ℓ𝑀𝑎(𝑥)
(2.2)
= 𝑥

𝑟ℓ𝑠∘ 𝑎 = 𝑥
𝑟𝑠𝑟∘ 𝑎 = 𝑥

ℓ∘ 𝑎 (1.7)
= 𝑅−1

𝑎 (𝑥).

2

Перетворення 𝜅𝑀𝑎 будемо називати 𝜅-трансляцiєю або 𝜅-парастрофом

трансляцiї 𝑀𝑎, пiдстановку 𝜅 будемо називати напрямком трансляцiї 𝜅𝑀𝑎.

Зауважимо, що трансляцiї напрямкiв 𝜎 та 𝜎𝑠 є взаємооберненими для

всiх 𝜎:

𝜄 та 𝑠 є напрямками середньої трансляцiї та оберненої до неї;

ℓ та ℓ𝑠 є напрямками лiвої трансляцiї та оберненої до неї;

𝑟 та 𝑟𝑠 є напрямками правої трансляцiї та оберненої до неї.

Розглянемо додаткове пояснення поняття напрямок. Кожна квазiгрупа

(𝑄; ∘) має властивiсть: “В рiвностi

𝑥1 ∘ 𝑥2 = 𝑥3,

значення кожної зi змiнних 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 однозначно визначає двi бiєкцiї ”.

Отже, кожен елемент 𝑎 визначає шiсть бiєкцiй носiя:

𝜎𝑀𝑎 : 𝑥1𝜎−1 ↦→ 𝑥2𝜎−1, 𝑥3𝜎−1 = 𝑎, 𝜎 ∈ 𝑆3. (2.7)
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Розглянемо детальнiше дану властивiсть:

𝜄 𝜄𝑀𝑎 : 𝑥1𝜄 ↦→ 𝑥2𝜄, 𝑥3𝜄 = 𝑎, тобто, 𝑀𝑎 : 𝑥1 ↦→ 𝑥2, 𝑥3 = 𝑎,

𝑠 𝑠𝑀𝑎 : 𝑥1𝑠 ↦→ 𝑥2𝑠, 𝑥3𝑠 = 𝑎, тобто, 𝑀−1
𝑎 : 𝑥2 ↦→ 𝑥1, 𝑥3 = 𝑎,

ℓ𝑠 ℓ𝑠𝑀𝑎 : 𝑥1𝑠ℓ ↦→ 𝑥2𝑠ℓ, 𝑥3𝑠ℓ = 𝑎, тобто, 𝐿𝑎 : 𝑥2 ↦→ 𝑥3, 𝑥1 = 𝑎,

ℓ ℓ𝑀𝑎 : 𝑥1ℓ ↦→ 𝑥2ℓ, 𝑥3ℓ = 𝑎, тобто, 𝐿−1
𝑎 : 𝑥3 ↦→ 𝑥2, 𝑥1 = 𝑎,

𝑟 𝑟𝑀𝑎 : 𝑥1𝑟 ↦→ 𝑥2𝑟, 𝑥3𝑟 = 𝑎, тобто, 𝑅𝑎 : 𝑥1 ↦→ 𝑥3, 𝑥2 = 𝑎,

𝑟𝑠 𝑟𝑠𝑀𝑎 : 𝑥1𝑠𝑟 ↦→ 𝑥2𝑠𝑟, 𝑥3𝑠𝑟 = 𝑎, тобто, 𝑅−1
𝑎 : 𝑥3 ↦→ 𝑥1, 𝑥2 = 𝑎.

У тотально-симетричнiй квазiгрупi цi перетворення збiгаються як

бiєкцiї носiя, але вони мають попарно рiзнi напрямки. Отже, кожне з цих

перетворень (трансляцiї та їх оберненi) має два незалежних параметри:

напрямок i пiдстановку базової множини. Аналогiчно вектору, який також

має два параметри: напрямок i довжину.

Зауваження. Трансляцiя напрямку 𝜅 визначена елементом 𝑎

квазiгрупи з головною операцiєю ∘ позначається через 𝜅𝑀 ∘
𝑎 . Ми будемо

опускати (∘), якщо це не призведе до непорозумiння. А саме, ми будемо

писати 𝜅𝑀𝑎 замiсть
𝜅𝑀 ∘

𝑎 та 𝜅𝑀𝜎
𝑎 замiсть 𝜅𝑀𝑎

𝜎∘.

Лема 2.2. Нехай (𝑄; ∘) – квазiгрупа, тодi для всiх 𝑎 ∈ 𝑄 такi

твердження є iстинними:

(I) якщо трансляцiя та обернена до неї, визначенi елементом 𝑎 мають

напрямок 𝜅 в 𝜎-парастрофi, то вона має напрямок 𝜈𝜅 в 𝜈𝜎-

парастрофi, тобто,

𝜅𝑀𝜎
𝑎 = 𝜈𝜅𝑀 𝜈𝜎

𝑎 ;

(II) множина всiх трансляцiй визначених одним i тим же елементом є

однаковою в кожному парастрофi цiєї квазiгрупи.

Доведення. Для кожного 𝑥 ∈ 𝑄

𝜈𝜅𝑀 𝜈𝜎
𝑎 (𝑥)

(2.2)
= 𝑥

𝑟(𝜈𝜅)−1(𝜈𝜎)
∘ 𝑎 = 𝑥

𝑟𝜅−1𝜎∘ 𝑎
(2.2)
= 𝜅𝑀𝜎

𝑎 (𝑥).



56

Доведення пункту II випливає з пункту I та твердження 2.2. 2

Нехай (𝑄; ∘) буде квазiгрупою. Розглянемо твердження 𝑃 ∘(𝑀𝑎):

“𝑀𝑎 =
𝜅𝑀 𝜄

𝑎 = · · · = 𝜔𝑀 𝜄
𝑎”,

Ps∘(𝑀𝑎) := {𝜅 | 𝜅𝑀 𝜄
𝑎 =𝑀𝑎}. (2.8)

Нехай Ps(𝑀𝑎) – група. Згiдно Леми 2.1, група 𝑆3 дiє на парастрофну

орбiту твердження 𝑃 ∘(𝑀𝑎).

Отже, кiлькiсть рiзних трансляцiй, визначених елементом 𝑎 дорiвнює

1, 2, 3 або 6. А це означає, що трансляцiї можуть бути

тотально-симетричними, напiвсиметричними, односиметричними або

асиметричними.

Розглянемо випадки, коли трансляцiї будуть тотально-симетричними,

напiвсиметричними, односиметричними або асиметричними.

Тотально-симетричнi трансляцiї. Трансляцiя, визначена

елементом 𝑎 буде тотально-симетричною, якщо всi її трансляцiї,

визначенi елементом 𝑎 збiгаються. А це означає, що Ps(𝑀𝑎) = 𝑆3.

Лема 2.2 означає, що всi парастрофи трансляцiї 𝑀𝑎 збiгаються в усiх

парастрофах квазiгрупи.

Твердження 2.3. Трансляцiя 𝑀𝑎 є тотально-симетричною тодi i

тiльки тодi, коли для всiх 𝑥

𝑎𝑥 = 𝑥𝑎, 𝑥 · 𝑥𝑎 = 𝑎, 𝑎 · 𝑎𝑥 = 𝑥. (2.9)

Доведення. Застосувавши рiвнiсть (1.6) та (1.7), цi рiвностi можуть

бути записанi як

𝐿𝑎 = 𝑅𝑎, 𝑀𝑎 = 𝑅𝑎, 𝐿𝑎 = 𝐿−1
𝑎 .

Це означає, що трансляцiї усiх напрямкiв, визначенi елементом 𝑎

збiгаються як перетворення базової множини 𝑄. 2

Наслiдок 2.1. Усi трансляцiї квазiгрупи є тотально-симетричними

тодi i тiльки тодi, коли квазiгрупа є тотально-симетричною.
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Доведення.

Нехай всi трансляцiї квазiгрупи (𝑄; ·) є тотально-симетричними, тому
згiдно твердження 2.3 для всiх 𝑥, 𝑎 ∈ 𝑄 виконуються такi рiвностi

𝑎𝑥 = 𝑥𝑎, 𝑥 · 𝑥𝑎 = 𝑎, 𝑎 · 𝑎𝑥 = 𝑥.

Тому, за означенням, квазiгрупа (𝑄; ·) є тотально-симетричною.
I навпаки, якщо квазiгрупа (𝑄; ·) є тотальносиметричною, то за

означенням для всiх 𝑥, 𝑎 ∈ 𝑄 виконуються рiвностi

𝑎𝑥 = 𝑥𝑎, 𝑥 · 𝑥𝑎 = 𝑎, 𝑎 · 𝑎𝑥 = 𝑥.

А це означає, що згiдно твердження 2.3 всi трансляцiї квазiгрупи є

тотально-симетричними. 2

Наприклад, кожна група показника два є тотально-симетричною.

Напiвсиметричнi трансляцiї. Трансляцiя 𝑀𝑎 вважається

напiвсиметричною, якщо Ps(𝑀𝑎) ⊇ 𝐴3 := {𝜄, 𝑠ℓ, 𝑠𝑟}; строго

напiвсиметричною, якщо Ps(𝑀𝑎) = 𝐴3, тобто кожен парастроф квазiгрупи

має щонайбiльше двi (вiдповiдно точно двi) рiзнi трансляцiї, визначенi

елементом 𝑎.

Тому кожна напiвсиметрична трансляцiя є або тотально симетричною,

або сильно напiвсиметричною. А саме, згiдно з Лемою 2.2, 𝜄-, 𝑠ℓ-, 𝑠𝑟-

парастрофи трансляцiї 𝑀𝑎 збiгаються в 𝜄-, 𝑠ℓ-, 𝑠𝑟-парастрофах квазiгрупи

(𝑄; ·) i 𝑠-, ℓ-, 𝑟-парастрофах трансляцiї 𝑀𝑎 збiгаються в 𝑠-, ℓ-, 𝑟-

парастрофах квазiгрупи.

Твердження 2.4. Трансляцiя 𝑀𝑎 буде напiвсиметричною тодi i

тiльки тодi, коли для всiх 𝑥 виконуються рiвностi

𝑎𝑥 · 𝑎 = 𝑥, 𝑥 · 𝑎𝑥 = 𝑎. (2.10)

Доведення. Застосовуючи рiвностi (1.6) i (1.7), рiвностi (2.10) є

еквiвалентними рiвностям

𝐿𝑎 = 𝑅−1
𝑎 , 𝐿𝑎 =𝑀𝑎. (2.11)
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Застосовуючи рiвнiсть (2.6), маємо 𝑀𝑎 = 𝑠ℓ𝑀𝑎 = 𝑠𝑟𝑀𝑎, а це означає, що

𝐴3 ⊆ Ps(𝑀𝑎) i отже трансляцiя 𝑀𝑎 є напiвсиметричною. 2

Якщо всi трансляцiї квазiгрупи будуть напiвсиметричними, то рiвностi

(2.10) є iстинними для всiх 𝑥 та 𝑎 в квазiгрупi 𝑄, тобто рiвностi (2.10) є

еквiвалентними тотожностям, якi визначають многовид напiвсиметричних

квазiгруп. Тотожностi, що означають напiвсиметрiю наведенi в [81,

Наслiдки 11,12].

Наслiдок 2.2. Квазiгрупа є напiвсиметричною тодi i тiльки тодi,

коли всi її середнi трансляцiї є напiвсиметричними.

Доведення. Якщо квазiгрупа є напiвсиметричною, то за означенням

виконуються рiвностi (2.10), а це означає за твердженням 2.4, що середнi

трансляцiї є напiвсиметричними. I навпаки, якщо середнi трансляцiї є

напiвсиметричними, то згiдно твердження 2.4 виконуються рiвностi (2.10).

А це за означенням виявляється, що квазiгрупа є напiвсиметричною. 2

Як наслiдок з отриманих результатiв маємо:

Наслiдок 2.3. У довiльнiй квазiгрупi рiвносильнi такi умови:

(I) квазiгрупа є напiвсиметричною;

(II) довiльна трансляцiя є напiвсиметричною;

(III) для довiльного 𝑥, 𝐿𝑥 =𝑀𝑥 = 𝑅−1
𝑥 .

Доведення. Нехай квазiгрупа — напiвсиметрична, тодi за означенням

виконуються рiвностi 𝑎𝑥 · 𝑎 = 𝑥, 𝑥 · 𝑎𝑥 = 𝑎.

Згiдно твердження 2.4 це означає, що трансляцiя буде

напiвсиметричною. Тобто виконується пункт (2). З пункту (2) за

твердженням 2.4 випливає, що виконуються рiвностi (2.10). А з рiвностей

(2.10) маємо, що 𝐿𝑎 = 𝑅−1
𝑎 , 𝐿𝑎 =𝑀𝑎, тобто виконується пункт (3).

Виконання пункту (3) спричиняє виконання пункту (1) згiдно

твердження 2.4 та рiвностi (2.10) з означення напiвсиметричної квазiгрупи.
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2

Односиметричнi трансляцiї. Трансляцiя 𝑀𝑎 називається

односиметричною, якщо її множина парастрофної симетрiї є

двоелементною групою {𝜄, 𝜎}, де 𝜎2 = 𝜄, тому, трансляцiя має тiльки

одну симетрiю 𝜄𝑀𝑎 =
𝜎𝑀𝑎.

Група 𝑆3 має три двоелементнi пiдгрупи: {𝜄, 𝜎}, 𝜎 = ℓ, 𝑟, 𝑠. Фактор-

група 𝑆3/{𝜄, 𝜎} має три блоки:

ℓ{𝜄, 𝜎} = {ℓ, ℓ𝜎}, 𝑟{𝜄, 𝜎} = {𝑟, 𝑟𝜎}, 𝑠{𝜄, 𝜎} = {𝑠, 𝑠𝜎}.

Отже, елемент 𝑎 визначає три рiзнi трансляцiї. Згiдно Леми 2.2

� ℓ- та ℓ𝜎-парастрофи трансляцiї 𝑀𝑎 збiгаються в ℓ- та ℓ𝜎-парастрофах

(𝑄;
ℓ∘), (𝑄; ℓ𝜎∘): ℓ𝑀𝑎 =

ℓ𝜎𝑀𝑎;

� 𝑟- та 𝑟𝜎-парастрофи трансляцiї 𝑀𝑎 збiгаються в 𝑟- та 𝑟𝜎-парастрофах

(𝑄;
𝑟·), (𝑄; 𝑟𝜎· ) : 𝑟𝑀 𝑟

𝑎 = 𝑟𝜎𝑀 𝑟𝜎
𝑎 ;

� 𝑠- та 𝑠𝜎-парастрофи трансляцiї 𝑀𝑎 збiгаються в 𝑠- та 𝑠𝜎-парастрофах

(𝑄;
𝑠·), (𝑄; 𝑠𝜎· ) : 𝑠𝑀 𝑠

𝑎 = 𝑠𝜎𝑀 𝑠𝜎
𝑎 .

Твердження 2.5. Нехай (𝑄; ·) — квазiгрупа, тодi такi твердження

є iстинними:

(I) Ps·(𝑀𝑎) = {𝜄, 𝑠} тодi i тiльки тодi, коли

𝑥(𝑎
ℓ· 𝑥) = 𝑎. (2.12)

для всiх 𝑥 ∈ 𝑄;

(II) Ps·(𝑀𝑎) = {𝜄, ℓ} тодi i тiльки тодi, коли

𝑎𝑥 · 𝑥 = 𝑎; (2.13)

для всiх 𝑥 ∈ 𝑄;

(III) Ps·(𝑀𝑎) = {𝜄, 𝑟} тодi i тiльки тодi, коли

𝑥 · 𝑥𝑎 = 𝑎. (2.14)

для всiх 𝑥 ∈ 𝑄.
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Доведення. Рiвнiсть Ps(𝑀𝑎) = {𝜄, 𝑠} означає 𝑀𝑎 =
𝑠𝑀𝑎, тобто 𝑥

𝑟· 𝑎 =

𝑎
ℓ· 𝑥 що є еквiвалентною до 𝑥(𝑎

ℓ· 𝑥) = 𝑎.

Ps(𝑀𝑎) = {𝜄, ℓ} означає 𝑀𝑎 = ℓ𝑀𝑎. Згiдно (1.6), (1.7), (2.6): 𝑀𝑎(𝑦) =

𝐿−1
𝑎 (𝑦) для всiх 𝑦 ∈ 𝑄, тобто 𝑦

𝑟· 𝑎 = 𝑎
𝑟· 𝑦.

Ця рiвнiсть є еквiвалентною до 𝑦 · (𝑎 𝑟· 𝑦) = 𝑎. Позначимо 𝑥 := 𝑎
𝑟· 𝑦, тодi

𝑦 = 𝑎𝑥. Отже, 𝑎𝑥 · 𝑥 = 𝑎 виконується для всiх 𝑥.

Рiвнiсть Ps(𝑀𝑎) = {𝜄, 𝑟} означає𝑀𝑎 =
𝑟𝑀𝑎, тобто 𝑥

𝑟·𝑎 = 𝑥 ·𝑎 це означає
𝑥 · 𝑥𝑎 = 𝑎. 2

З Твердження 2.5 випливає такий наслiдок.

Наслiдок 2.4. [100] Кожна трансляцiя квазiгрупи має групу {𝜄, 𝑠}
({𝜄, ℓ} та {𝜄, 𝑟}) як множину парастрофної симетрiї тодi i тiльки тодi,

коли квазiгрупа є комутативною (вiдповiдно, лiво симетричною та право

симетричною).

Асиметричнi трансляцiї. Трансляцiю 𝑀𝑎 будемо називати

асиметричною, якщо її множина парастрофної симетрiї є тривiальною,

тобто Ps(𝑀𝑎) = {𝜄}. Iншими словами, елемент 𝑎 визначає шiсть рiзних

трансляцiй:

Po(𝑀𝑎) = {𝑀𝑎,
ℓ𝑀𝑎,

𝑟𝑀𝑎,
𝑠𝑀𝑎,

𝑠ℓ𝑀𝑎,
𝑠𝑟𝑀𝑎}.

Якщо всi трансляцiї є асиметричними, то квазiгрупа називається

асиметричною.

Вiдмiтимо, що множина Ps(𝑀𝑎) не завжди є групою.

Приклад 1. Розглянемо квазiгрупу (Z5; ∘), де Z5 – кiльце за модулем

5 i операцiя задана рiвнiстю

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑥+ 2𝑦 + 1.
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Всi її трансляцiї, визначенi елементом 2 будуть

𝜄𝑀2(𝑥) =𝑀2(𝑥) = 2𝑥+ 3,

ℓ𝑠𝑀2(𝑥) = 𝐿2(𝑥) = 2𝑥+ 3,

𝑟𝑀2(𝑥) = 𝑅2(𝑥) = 𝑥,

𝑠𝑀2(𝑥) =𝑀−1
2 (𝑥) = 3𝑥+ 1,

ℓ𝑀2(𝑥) = 𝐿−1
2 (𝑥) = 3𝑥+ 1,

𝑟𝑠𝑀2(𝑥) = 𝑅−1
2 (𝑥) = 𝑥.

Отже, Ps(𝑀2) = {𝜄, ℓ𝑠} = {𝜄, 𝑠𝑟}. Це не є група, оскiльки (𝑠𝑟)2 = 𝑠ℓ ̸∈
Ps(𝑀2).

2.2. Парастрофнi орбiти квазiгруп з властивостями оборотностi

Основними класами квазiгруп, якi розглядатимуться, є многовиди,

тобто класи квазiгруп, що визначаються тотожностями.

Рiвносильнi тотожностi визначають один i той самий многовид, а тому

визначають одну i ту саму парастрофну орбiту многовидiв.

Отже, будь-якi рiвносильнi тотожностi є парастрофно-рiвносильними.

Проте, навпаки це не так: якщо тотожностi визначають рiзнi парастрофнi

многовиди, то вони нерiвносильнi, але парастрофно-рiвносильнi, оскiльки

парастрофнi многовиди належать однiй парастрофнiй орбiтi.

Парастрофно-рiвносильнi тотожностi визначають парастрофнi

многовиди [53], тобто одну i ту ж парастрофну орбiту многовидiв. Оскiльки

кiлькiсть елементiв в парастрофнiй орбiтi многовидiв дорiвнює 6/|𝐺|, де
𝐺 — група парастрофних симетрiй довiльного многовида парастрофної

орбiти, то тотожностi парастрофно-нерiвносильнi, якщо групи симетрiй

вiдповiдних многовидiв рiзнопотужнi.

𝜎-напрямок множини трансляцiй, тобто множина всiх трансляцiй
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напрямку 𝜎 квазiгрупи (𝑄; ∘) визначається через такi рiвностi

𝜎ℳ∘ := {𝜎𝑀 ∘
𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑄}, 𝜎 ∈ 𝑆3.

Ми також будемо писати 𝜎ℳ𝜏 замiсть 𝜎ℳ
𝜏∘. Нехай

ℳ∘ := {𝜄ℳ∘, ℓℳ∘, 𝑟ℳ∘, 𝑠ℳ∘, ℓ𝑠ℳ∘, ℓ𝑟ℳ∘}.

Деякi квазiгрупи задовольняють властивiсть: двi або бiльше множини

трансляцiй однакового напрямку збiгаються. Наприклад, деяка лiва 𝐼𝑃

квазiгрупа визначається рiвнiстю

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑦) 𝛼(𝑥) ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦.

Ця умова є еквiвалентною такiй умовi (∃𝛼)(∀𝑥) 𝐿∘
𝛼(𝑥) = (𝐿∘

𝑥)
−1.

Застосовуючи [100, (14)], ця рiвнiсть перетворюється на таку рiвнiсть

(∃𝛼)(∀𝑥) ℓ𝑠𝑀 ∘
𝛼(𝑥) =

ℓ𝑀 ∘
𝑥 .

Оскiльки 𝛼 є бiєкцiєю множини 𝑄, ця умова означає, що множини ℓ𝑠ℳ∘ i

ℓℳ∘ будуть рiвними.

Отже, квазiгрупа (𝑄; ∘) є лiвою 𝐼𝑃 квазiгрупою тодi i тiльки тодi, коли

ℓ𝑠ℳ∘ = ℓℳ∘,

тобто її множини трансляцiй напрямкiв ℓ𝑠 i ℓ збiгаються. Отже, клас усiх

𝐿𝐼𝑃 квазiгруп визначається рiвнiстю

ℓ𝑠ℳ· = ℓℳ·

термiв, в яких (·) є функцiйною змiнною, яка приймає свої значення серед

головної операцiї у класi квазiгруп. Знак (·) ми будемо опускати.

Означення 2.2. Терм 𝜎𝑀𝑦 := 𝑥
𝑟𝜎−1

· 𝑦 називається абстрактною

трансляцiєю напрямку 𝜎, яка визначається через 𝑦; 𝜎ℳ тлумачиться

абстрактною множиною трансляцiй напрямку 𝜎; формула 𝜎ℳ = 𝜏ℳ є

коротким записом формули

(∃𝛼)(∀𝑥)(∀𝑦) 𝑥
𝑟𝜎−1

· 𝑦 = 𝑥
𝑟𝜅−1

· 𝛼(𝑦).
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Цю рiвнiсть будемо називати абстрактною рiвнiстю двох множин

трансляцiй напрямкiв 𝜎 та 𝜅.

У Теоремi 2.1 ми визначимо всi класи квазiгруп, якi розглядаються

вищезазначеними рiвностями.

Для цього нам потрiбна наступна властивiсть.

Лема 2.3. [100] Для всiх 𝜎, 𝜅 ∈ 𝑆3, 𝜅-напрямок множини трансляцiй

𝜎-парастрофа квазiгрупи має напрямок 𝜈𝜅 в 𝜈𝜎-парастрофi квазiгрупи:

𝜅ℳ𝜎 = 𝜈𝜅ℳ𝜈𝜎.

Означення 2.3. Квазiгрупа (𝑄; ·) називається:

1) середньою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою, якщо iснує перетворення 𝛼 таке, що

виконується рiвнiсть

𝛼(𝑥) · 𝑦𝑥 = 𝑦, (2.15)

2) лiвою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою, якщо iснує перетворення 𝛽 таке, що

виконується рiвнiсть

𝑦𝑥 · 𝑦 = 𝛽(𝑥), (2.16)

3) правою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою, якщо iснує перетворення 𝛾 таке, що

виконується рiвнiсть

𝑦 · 𝑥𝑦 = 𝛾(𝑥), (2.17)

при цьому 𝛼, 𝛽, 𝛾 називаються середньою, лiвою та правою

функцiями оборотностi вiдповiдно.

Означення 2.4. Квазiгрупа (𝑄; ·) називається:

1) лiвою дзеркальною квазiгрупою, якщо iснує перетворення 𝛿 таке, що

виконується рiвнiсть

𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝛿(𝑦), (2.18)

2) правою дзеркальною квазiгрупою, якщо iснує перетворення 𝜉 таке,

що виконується рiвнiсть

𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝜉(𝑥), (2.19)
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3) середньою дзеркальною квазiгрупою, якщо iснує перетворення 𝜙

таке, що виконується рiвнiсть

𝜙(𝑥) · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥, (2.20)

при цьому 𝛿, 𝜉 та 𝜙 називаються лiвою, правою та середньою

функцiями оборотностi вiдповiдно.

Наслiдок 2.5. [101] Нехай 𝑆3 дiє на множинi 𝐾. Якщо 𝑘 є таким

елементом множини 𝐾, що 𝑠𝑘 = 𝑘 i 𝑘 не збiгається з жодним елементом

Po(𝑘), то елемент 𝑘 є односиметричним.

Вiдомо, що є двi умови:

– рiвносильнi, якщо вони визначають один i той же клас квазiгруп;

– парастрофно-рiвносильнi, якщо вони визначають парастрофнi класи

квазiгруп.

Рiвнiсть множин лiвої та оберненої до лiвої трансляцiй визначають

многовид лiвих 𝐼𝑃 квазiгруп [6], тобто, рiвнiсть множин трансляцiй

напрямкiв ℓ та ℓ𝑠.

Тому виникає питання: якi квазiгруповi класи визначаються всiма

рiвностями множин трансляцiї? Вiдповiдь на це питання даємо в

теоремi 2.1.

Теорема 2.1. Кожна рiвнiсть двох множин трансляцiй рiзних

напрямкiв визначає точно один клас квазiгруп. А саме,

� парастрофна орбiта (середнiх, лiвих, правих) 𝐼𝑃 квазiгруп:

𝜄ℳ = 𝑠ℳ 𝑀−1
𝑥 =𝑀𝜇(𝑥) 𝑦𝑧 = 𝜇(𝑧𝑦) 𝑀𝐼𝑃 квазiгрупа I = 𝑠I

ℓℳ = ℓ𝑠ℳ 𝐿−1
𝑥 = 𝐿𝜆(𝑥) 𝜆(𝑥) · 𝑥𝑦 = 𝑦 𝐿𝐼𝑃 квазiгрупа ℓI = ℓ𝑠I

𝑟ℳ = 𝑟𝑠ℳ 𝑅−1
𝑥 = 𝑅𝜌(𝑥) 𝑦𝑥 · 𝜌(𝑥) = 𝑦 𝑅𝐼𝑃 квазiгрупа 𝑟I = 𝑟𝑠I

� парастрофна орбiта (середнiх, лiвих, правих) 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп:
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ℓℳ = 𝑟ℳ 𝐿−1
𝑥 = 𝑅𝛼(𝑥) 𝛼(𝑥) · 𝑦𝑥 = 𝑦 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупа C = 𝑠C

𝑟𝑠ℳ = ℓ𝑠ℳ 𝑅−1
𝑥 = 𝐿𝛼(𝑥) 𝑀𝐶𝐼𝑃 квазiгрупа

𝜄ℳ = 𝑟𝑠ℳ 𝑅−1
𝑥 =𝑀𝛽(𝑥) 𝑥𝑦 · 𝑥 = 𝛽(𝑦) 𝐿𝐶𝐼𝑃 квазiгрупа ℓC = ℓ𝑠C

𝑠ℳ = 𝑟ℳ 𝑀−1
𝑥 = 𝑅𝛽(𝑥)

ℓ𝑠ℳ = 𝜄ℳ 𝐿𝑥 =𝑀𝛾(𝑥) 𝑥 · 𝑦𝑥 = 𝛾(𝑦) 𝑅𝐶𝐼𝑃 квазiгрупа 𝑟C = 𝑟𝑠C

𝑠ℳ = ℓℳ 𝑀−1
𝑥 = 𝐿−1

𝛾(𝑥)

� парастрофна орбiта (середнiх, лiвих, правих) дзеркальних квазiгруп:

𝑠𝑟ℳ = 𝑟ℳ 𝐿𝑥 = 𝑅𝜙(𝑥) 𝜙(𝑥) · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥 𝑀𝑀𝑃 квазiгрупа M = 𝑠M

ℓℳ = 𝑟𝑠ℳ 𝑅−1
𝑥 = 𝐿−1

𝜙(𝑥)

𝑟ℳ = 𝜄ℳ 𝑅𝑥 =𝑀𝛿(𝑥) 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝛿(𝑦) 𝐿𝑀𝑃 квазiгрупа ℓM = ℓ𝑠M

𝑠ℳ = 𝑟𝑠ℳ 𝑀−1
𝑥 = 𝑅−1

𝛿(𝑥)

ℓℳ = 𝜄ℳ 𝐿−1
𝑥 =𝑀𝜉(𝑥) 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝜉(𝑥) 𝑅𝑀𝑃 квазiгрупа 𝑟M = 𝑟𝑠M

𝑠ℳ = ℓ𝑠ℳ 𝑀−1
𝑥 = 𝐿𝜉(𝑥)

Доведення. Нехай 𝜎ℳ = 𝜅ℳ буде рiвнiстю множин абстрактних

трансляцiй. Лема 2.3 означає, що рiвнiсть є парастрофно еквiвалентною

до рiвностi 𝜄ℳ = 𝜎−1𝜅ℳ. Тому, достатньо розглянути рiвностi

𝜄ℳ = ℓℳ, 𝜄ℳ = 𝑟ℳ, 𝜄ℳ = 𝑠ℳ, ℳ = 𝑠ℓℳ, ℳ = 𝑠𝑟ℳ.

За Лемою 2.3, рiвнiсть 𝜄ℳ = 𝑟𝑠ℳ є парастрофно еквiвалентною до рiвностi

ℓ𝑠ℳ = (ℓ𝑠)(𝑟𝑠)ℳ, тобто 𝜄ℳ = ℓ𝑠ℳ є парастрофно еквiвалентною до рiвностi

𝑟ℳ = 𝑟ℓ𝑠ℳ, iншими словами, 𝑟ℳ = ℓℳ.

Рiвнiсть 𝜄ℳ = ℓℳ буде парастрофно еквiвалентною до рiвностi 𝑠ℳ =

𝑠ℓℳ i ця рiвнiсть є еквiвалентною до рiвностi (𝑠ℳ)−1 = (𝑠ℓℳ)−1.

Згiдно [100, (12)], це є рiвнiсть 𝜄ℳ = 𝑟ℳ, яка є парастрофно

еквiвалентною до рiвностi 𝑠ℳ = 𝑠𝑟ℳ.

Таким чином, кожна множина абстрактних трансляцiй буде

парастрофно еквiвалентною принаймнi однiй з рiвностей

𝜄ℳ = 𝑠ℳ, 𝑟ℳ = ℓℳ, 𝑠𝑟ℳ = 𝑟ℳ. (2.21)
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Класи квазiгруп, що визначаються цими рiвностями позначимо I, C, M

вiдповiдно.

За Лемою 2.3, 𝑠-парастрофи цих класiв вiдповiдно визначаються

𝑠ℳ = 𝑠𝑠ℳ, 𝑠𝑟ℳ = 𝑠ℓℳ, 𝑠𝑠𝑟ℳ = 𝑠𝑟ℳ.

Оскiльки 𝑠𝑟 = ℓ𝑠 i 𝑠ℓ = 𝑟𝑠, то друга рiвнiсть матиме вигляд ℓ𝑠ℳ = 𝑟𝑠ℳ.

Згiдно [100, (12)], маємо рiвнiсть (ℓℳ)−1 = (𝑟ℳ)−1, яка є еквiвалентною

другiй рiвностi в (2.21). Звiдси, 𝑠-парастроф кожного з цих класiв

збiгається сам з собою:

𝑠I = I, 𝑠C = C, 𝑠M = M. (2.22)

Згiдно Наслiдка 2.5, щоб довести, що кожен з класiв є

односиметричним, достатньо зазначити, що ℓ-парастрофи цих класiв

не збiгаються самi з собою. З цiєю метою ми знайдемо умови, якi

визначають цi класи квазiгруп.

За означенням 2.2, рiвностi (2.21) є вiдповiдно еквiвалентними

формулам

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑦) 𝑥 𝑟· 𝑦 = 𝑥
𝑟𝑠· 𝜇(𝑦),

(∃𝛽)(∀𝑥, 𝑦) 𝑥 · 𝑦 = 𝑥
𝑟ℓ· 𝛼(𝑦),

(∃𝛾)(∀𝑥, 𝑦) 𝑥 𝑠· 𝑦 = 𝑥 · 𝜙(𝑦).

Оскiльки 𝑟𝑠 = 𝑠ℓ, то

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑦) 𝑥 𝑟· 𝑦 = 𝜇(𝑦)
ℓ· 𝑥,

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑦) 𝛼(𝑦) = 𝑥
ℓ· 𝑥𝑦,

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑦) 𝑥𝑦 = 𝑦 · 𝜙(𝑥).

Першу рiвнiсть можна записати як 𝜇(𝑦) = (𝑥
𝑟· 𝑦) · 𝑥. Замiнимо 𝑥 𝑟· 𝑦 на 𝑧,

тобто 𝑥𝑧 = 𝑦, тому 𝜇(𝑥𝑧) = 𝑧𝑥.

Отже, класи I, C, M вiдповiдно визначаються:



67

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑦) 𝜇(𝑥𝑦) = 𝑦𝑥,

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑦) 𝛼(𝑦) · 𝑥𝑦 = 𝑥,

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑦) 𝑥𝑦 = 𝑦 · 𝜙(𝑥).

(2.23)

Iснує щонайменше два способи пошуку умов для опису 𝜎-парастрофiв

𝜎I, 𝜎C, 𝜎M цих класiв квазiгруп:

1) знайти 𝜎-парастрофи (2.23), замiнивши головну функцiйну змiнну

(·) на її 𝜎−1-парастроф (
𝜎−1

· );
2) знайти 𝜎-парастрофи цих рiвностей (2.21) застосовуючи Лему 2.3, а

потiм знайти умови, використовуючи Означення 2.2. Ми проiлюструємо

обидва з них якщо 𝜎 = ℓ i 𝜎 = 𝑟.

Нехай 𝜎 = ℓ. Знайдемо ℓ-парастрофи умов (2.23), ми замiнимо (·) на
(
ℓ·) тому що ℓ−1 = ℓ:

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑦) 𝜆(𝑥 ℓ· 𝑦) = 𝑦
ℓ· 𝑥,

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑦) 𝛽(𝑦) ℓ· (𝑥 ℓ· 𝑦) = 𝑥,

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑦) 𝑥 ℓ· 𝑦 = 𝑦
ℓ· 𝛿(𝑥).

Нехай 𝑧 := 𝑥
ℓ· 𝑦, тобто 𝑧𝑦 = 𝑥, тодi маємо

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑧) 𝜆(𝑧) = 𝑦
ℓ· 𝑧𝑦,

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑧) 𝛽(𝑦) ℓ· 𝑧 = 𝑧𝑦,

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑧) 𝑧 = 𝑦
ℓ· 𝛿(𝑧𝑦)

а саме,

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑧) 𝜆(𝑧) · 𝑧𝑦 = 𝑦,

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑧) 𝑧𝑦 · 𝑧 = 𝛽(𝑦),

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑧) 𝑧 · 𝛿(𝑧𝑦) = 𝑦.

Помножимо третю рiвнiть на 𝑧 злiва i замiнимо 𝑧𝑦 на 𝑦: 𝑧(𝑧 · 𝜆(𝑦)) = 𝑦.

Таким чином, квазiгруповi класи ℓI, ℓC, ℓM описуються умовами
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(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑧) 𝜆(𝑥) · 𝑥𝑦 = 𝑦,

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑧) 𝑥𝑦 · 𝑥 = 𝛽(𝑦),

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑧) 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝛿(𝑦).

(2.24)

Нехай 𝜎 = 𝑟. Знайдемо 𝑟-парастрофи рiвностей (2.21), використовуючи

Лему 2.3:

𝑟ℳ = 𝑟𝑠ℳ, ℳ = 𝑟ℓℳ, 𝑟𝑠𝑟ℳ =ℳ,

а саме,

𝑟ℳ = 𝑠ℓℳ, ℳ = 𝑠𝑟ℳ, ℓℳ =ℳ.

Згiдно Означення 2.2 (опустивши квантори) маємо

𝑥𝑦 = 𝑥
𝑟𝑠𝑟· 𝜌(𝑦), 𝑥

𝑟· 𝑦 = 𝑥
𝑠· 𝛾(𝑦), 𝑥

𝑟ℓ· 𝑦 = 𝑥
𝑟· 𝜉(𝑦),

тобто,

𝑥𝑦 = 𝑥
ℓ· 𝜌(𝑦), 𝑥

𝑟· 𝑦 = 𝛾(𝑦) · 𝑥, 𝑦
𝑟· 𝑥 = 𝑥

𝑟· 𝜉(𝑦).

Використовуючи властивостi лiвої та правої оборотностi, ми маємо

𝑥𝑦 · 𝜌(𝑦) = 𝑥, 𝑥(𝛾(𝑦) · 𝑥) = 𝑦, 𝑥(𝑦
𝑟· 𝑥) = 𝜉(𝑦).

Замiнимо 𝑦 на 𝛾−1(𝑦) в другiй рiвностi та перетворимо третю рiвнiсть,

замiнивши 𝑦
𝑟· 𝑥 =: 𝑧 i 𝑦𝑧 = 𝑥: 𝑦𝑧 · 𝑧 = 𝛾(𝑦).

Отже, квазiгруповi класи 𝑟I, 𝑟C, 𝑟M описуються такими умовами

𝑦𝑥 · 𝜌(𝑥) = 𝑦, 𝑥 · 𝑦𝑥 = 𝛾(𝑦), 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝜉(𝑥).

Оскiльки група 𝑆3 дiє на кожну множину Po(I), Po(C), Po(M) та

рiвнiсть (2.22) виконується, тодi згiдно Наслiдка 2.5 покажемо, що кожен

клас I, C, M є односиметричним, достатньо довести наступнi нерiвностi:

I ̸= ℓI, C ̸= ℓC, M ̸= ℓM.

Перша нерiвнiсть доведена в [77].
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Розглянемо квазiгрупу (Z5; ∘), де Z5 є кiльцем за модулем 5 i

𝑥 ∘ 𝑦 := 2𝑥+ 2 + 3𝑦.

Нехай 𝛼(𝑥) := 3𝑥+ 1, тодi (Z5; ∘) має властивiсть схрещеної оборотностi:

𝛼(𝑥) ∘ (𝑦 ∘ 𝑥) = 2𝛼(𝑥) + 2 + 3(2𝑦 + 2 + 3𝑥) = 2(3𝑥+ 1) + 𝑦 + 3− 𝑥 = 𝑦,

отже, (Z5; ∘) належить многовиду C i тому (Z5;
ℓ∘) належить многовиду ℓC.

Це легко перевiрити

𝑥
ℓ∘ 𝑦 = 3𝑥+ 4 + 𝑦.

Припустимо, що квазiгрупа (Z5;
ℓ∘) належить многовиду C. Це означає, що

iснує бiєкцiя 𝛽 квазiгрупи Z5 така що рiвнiсть

𝛽(𝑥)
ℓ∘ (𝑦 ℓ∘ 𝑥) = 𝑦

виконується. Така рiвнiсть еквiвалентна рiвностi 3𝛽(𝑥)+4+(3𝑦+4+𝑥) = 𝑦,

тобто 3𝛽(𝑥) = 4𝑥+2𝑦+3 i тому 𝛽(𝑥) = 2𝑥+𝑦+4. Прийшли до суперечностi,

оскiльки 𝛽(𝑥) залежить вiд змiної 𝑦.

Отже, квазiгрупа (Z5;
ℓ∘) не належить многовиду C i тому многовиди є

рiзними, тобто C ̸= ℓC.

Нехай квазiгрупа (Z7; *) визначається операцiєю 𝑥 * 𝑦 := 4𝑥 + 2 + 4𝑦.

Квазiгрупа є комутативною, тому вона належить многовидуM якщо 𝛼 = 𝜄.

Це легко перевiрити

𝑥
ℓ* 𝑦 = 2𝑥+ 3 + 6𝑦.

Квазiгрупа (Z7;
ℓ*) належить многовиду ℓM за означенням. Якщо вона

належить многовидуM, то iснує бiєкцiя 𝛾 квазiгрупи Z7 така, що 𝛾(𝑥)
ℓ*𝑦 =

𝑦
ℓ* 𝑥 для всiх 𝑥 та 𝑦 з Z7.

Отже, 2𝛾(𝑥) + 3 + 6𝑦 = 2𝑦 + 3 + 6𝑥 i таким чином 𝛾(𝑥) = 5𝑦 + 3𝑥. Але

𝛾 є унарною операцiєю (бiєкцiєю). Тому, квазiгрупа (Z7;
ℓ∘) не належить

класу M i таким чином M ̸= ℓM.

Отже, кожен iз класiв I, C, M є односиметричним. Залишається

довести, що всi орбiти Po(I), Po(C), Po(M) є попарно рiзними.
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Всi групи належать класу ℓI. Група, що належить класу з Po(C) або

Po(M) є комутативною. Отже, Po(I) ̸= Po(C) and Po(I) ̸= Po(M).

Лупа, що належить класу з парастрофної орбiти Po(C) задовольняє

рiвнiсть 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥 i тому 𝑦𝑦 = 𝑒. Кожна комутативна група належить до

класу M i тому комутативна група порядку бiльше двох не належить до

жодного класу з Po(C). Отже, Po(C) ̸= Po(M). 2

Наприклад, коли 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 𝜄, пiдмноговид є многовидом усiх

напiвсиметричних квазiгруп, якi дослiджувалися в [74,81,83].

Якщо розглянути рiвностi трансляцiй для луп, то отримаємо такий

наслiдок.

Наслiдок 2.6. [63] Якщо обернений до деякого виду трансляцiї лупи

(𝑄; ·, 𝑒) є трансляцiєю деякого фiксованого виду, то лупа належить

одному з таких класiв луп:

𝐿−1
𝑥 = 𝐿𝛼𝑥 𝑥−1 · 𝑥𝑦 = 𝑦 𝐿𝐼𝑃 лупа

𝑅−1
𝑥 = 𝑅𝛼𝑥 𝑦𝑥 · 𝑥−1 = 𝑦 𝑅𝐼𝑃 лупа

𝑀−1
𝑥 =𝑀𝛼𝑥 𝑦𝑥 = 𝑥𝑦 комутативна лупа

𝐿−1
𝑥 = 𝑅𝛼𝑥 𝑥𝑦 · 𝑥−1 = 𝑦 𝐶𝐼𝑃 лупа

𝑅−1
𝑥 = 𝐿𝛼𝑥

𝐿−1
𝑥 =𝑀𝛼𝑥 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥 правосиметрична лупа

𝑀−1
𝑥 = 𝐿𝛼𝑥

𝑅−1
𝑥 =𝑀𝛼𝑥 𝑥𝑦 · 𝑥 = 𝑦 напiвсиметрична лупа

𝑀−1
𝑥 = 𝑅𝛼𝑥

де −1𝑥 · 𝑥 = 𝑒 i 𝑥 · 𝑥−1 = 𝑒.

2.3. Многовиди квазiгруп з властивостями оборотностi

Вiдмiтимо, що середня 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупа є добре вiдомою 𝐶𝐼𝑃

квазiгрупою.
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Легко показати (див. [30], [68], [71]), що формули

𝑥𝑦 · 𝛾(𝑥) = 𝑦, 𝑥 · 𝑦𝛾(𝑥) = 𝑦, 𝛾(𝑥) · 𝑦𝑥 = 𝑦, 𝛾(𝑥)𝑦 · 𝑥 = 𝑦 (2.25)

є еквiвалентними в квазiгрупi (𝑄; ·). Iншими словами, кожна з цих формул
описує клас усiх середнiх 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп. У працi [68], доведено такi

твердження:

Твердження 2.6. (I) Гомоморфний образ 𝐶𝐼𝑃 групоїда є 𝐶𝐼𝑃

групоїдом;

(II) Прямий добуток двох 𝐶𝐼𝑃 групоїдiв є 𝐶𝐼𝑃 групоїд.

Лема 2.4. (I) Гомоморфний образ 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупи є 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупа;

(II) Пiдквазiгрупа 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупи є 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою.

Тобто доведено, що клас всiх 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп є многовидом.

Лупа (𝑄; ·) є 𝐶𝐼𝑃 , якщо виконується тотожнiсть 𝑥𝑦 · 𝑥−1 = 𝑦.

У наступних теоремах знаходимо тотожностi многовидiв 𝐼𝑃 квазiгруп,

𝐶𝐼𝑃 квазiгруп та дзеркальних квазiгруп.

Теорема 2.2. Кожний многовид парастрофної орбiти 𝐼𝑃 квазiгруп

може бути описаний такими тотожностями:

Многовид Визначаюча Визначаюча

формула тотожнiсть

I = 𝑠I 𝑥𝑦 = 𝜇(𝑦𝑥) 𝑦𝑥 = 𝑧 · (𝑥𝑦 ℓ· 𝑧)
ℓI = 𝑠𝑟I 𝜆(𝑥) · 𝑥𝑦 = 𝑦 (𝑧

ℓ· 𝑥𝑧) · 𝑥𝑦 = 𝑦

𝑟I = 𝑠ℓI 𝑦𝑥 · 𝜌(𝑥) = 𝑦 𝑦𝑥 · (𝑧𝑥 𝑟· 𝑧) = 𝑦

Наслiдок 2.7. Для кожного многовида парастрофної орбiти 𝐼𝑃

квазiгруп функцiя оборотностi матиме вигляд:

I = 𝑠I: (∀𝑧) 𝜇 = 𝐿𝑧𝑅
−1
𝑧 = ℓ𝑠𝑀𝑧

𝑟𝑠𝑀𝑧;

ℓI = 𝑠𝑟I: (∀𝑧) 𝜆 =𝑀−1
𝑧 𝑅𝑧 =

𝑠𝑀𝑧
𝑟𝑀𝑧;

𝑟I = 𝑠ℓI: (∀𝑧) 𝜌 =𝑀𝑧𝐿𝑧 =
𝜄𝑀𝑧

ℓ𝑠𝑀𝑧
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Доведення теореми 2.2 i наслiдку 2.7. У [77] доведено, що середнi,

лiвi та правi 𝐼𝑃 квазiгруповi многовиди належать однiй парастрофнiй

орбiтi.

Нехай I позначається клас усiх середнiх 𝐼𝑃 квазiгруп, тобто квазiгрупи

(𝑄; ·) з визначаючою рiвнiстю 𝑥𝑦 = 𝜇(𝑦𝑥) для деякого перетворення 𝜇

множини 𝑄. Рiвнiсть може бути записана як 𝐿𝑦 = 𝜇𝑅𝑦.

Таким чином, 𝜇 = 𝐿𝑦𝑅
−1
𝑦 для всiх 𝑦 ∈ 𝑄. Пiдставивши 𝐿𝑧𝑅

−1
𝑧 замiсть

𝜇 в рiвнiсть 𝑦𝑥 = 𝜇(𝑥𝑦), ми маємо 𝑦𝑥 = 𝐿𝑧𝑅
−1
𝑧 (𝑥𝑦).

Застосовуючи [100, (6)] i [100, (7)], отримаємо тотожнiсть

𝑦𝑥 = 𝑧 · (𝑥𝑦 ℓ· 𝑧). (2.26)

I навпаки, нехай (𝑄; ·, ℓ·, 𝑟·) буде квазiгрупою, що задовольняє (2.26).

Тотожнiсть може бути записана як

𝑧 · (𝑥 ℓ· 𝑧) = 𝑦 · (𝑥 ℓ· 𝑦), тобто, 𝐿𝑧𝑅
−1
𝑧 = 𝐿𝑦𝑅

−1
𝑦 := 𝜇 для всiх 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑄.

Бiєкцiя 𝜇 не залежить вiд змiнної 𝑦 та 𝑧, тому це функцiйна константа.

Замiнивши 𝑧 · (𝑥 ℓ· 𝑧) на 𝜇𝑥 в тотожнiсть (2.26), ми матимемо рiвнiсть 𝑦𝑥 =

𝜇(𝑥𝑦). Це означає, що 𝐼𝑃 квазiгрупа має середню властивiсть оборотностi.

Отже, клас 𝐼𝑃 квазiгруп з середньою властивiстю оборотностi є

многовидом I, який визначається тотожнiстю (2.26).

За теоремою 2.1, клас ℓI є класом всiх лiвих 𝐼𝑃 квазiгруп, тобто

квазiгрупа (𝑄; ·) з визначаючою формулою

𝜆(𝑥) · 𝑥𝑦 = 𝑦.

За означеннями трансляцiй, ця рiвнiсть може бути записана таким чином:

𝑀𝑦𝜆(𝑥) = 𝑅𝑦(𝑥). (2.27)

Звiдси,

𝜆 =𝑀−1
𝑦 𝑅𝑦.

для всiх 𝑦 ∈ 𝑄. Замiнивши 𝜆 на 𝑀−1
𝑧 𝑅𝑧 в рiвностi 𝜆(𝑥) · 𝑥𝑦 = 𝑦, ми

отримаємо:

𝑀−1
𝑧 𝑅𝑧(𝑥) · 𝑥𝑦 = 𝑦.
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Беручи до уваги [100, (6)] та [100, (7)], ми маємо

(𝑧
ℓ· 𝑥𝑧) · 𝑥𝑦 = 𝑦. (2.28)

Навпаки, нехай (𝑄; ·, ℓ·, 𝑟·) є квазiгрупою, яка задовольняє рiвнiсть (2.28).
Тотожнiсть можна записати як

𝑧
ℓ· 𝑥𝑧 = 𝑦

ℓ· 𝑥𝑦,

тобто,

𝑀−1
𝑧 𝑅𝑧 =𝑀−1

𝑦 𝑅𝑦 := 𝜆

для всiх 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑄. Отже, бiєкцiя 𝜆 не залежить вiд 𝑦 та 𝑧 i є функцiйними

константами. Замiнивши 𝑧
ℓ· 𝑥𝑧 на 𝜆(𝑥) в тотожностi (2.28), отримаємо

рiвнiсть 𝜆(𝑥) · 𝑥𝑦 = 𝑦.

Отже, клас ℓI квазiгруп з лiвою властивiстю оборотностi є многовидом,

який визначається тотожнiстю (2.28).

За теоремою 2.1, клас 𝑟I є класом всiх правих 𝐼𝑃 квазiгруп, тобто

квазiгрупа (𝐷; ∘) з визначаючою формулою

(𝑦 ∘ 𝑥) ∘ 𝜌(𝑥) = 𝑦.

За означеннями трансляцiй, цю рiвнiсть можна записати таким чином:

𝐿𝑦,∘𝑥 ∘ 𝜌(𝑥) = 𝑦. (2.29)

Звiдси,

𝜌 =𝑀𝑦,∘𝐿𝑦,∘

для всiх 𝑦 ∈ 𝑄. Замiнивши 𝜌 на 𝑀𝑧,∘𝐿𝑧,∘ в рiвностi (𝑦 ∘ 𝑥) ∘ 𝜌(𝑥) = 𝑦, ми

отримаємо:

(𝑦 ∘ 𝑥) ∘𝑀𝑧,∘𝐿𝑧,∘(𝑥) = 𝑦.

Беручи до уваги [100, (6)] та [100, (7)], ми маємо

(𝑦 ∘ 𝑥) ∘ ((𝑧 ∘ 𝑥) 𝑟∘ 𝑧) = 𝑦. (2.30)
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Навпаки, нехай (𝑄; ∘, ℓ∘, 𝑟∘) є квазiгрупою, яка задовольняє рiвнiсть

(2.30). Тотожностi можна записати як

(𝑦 ∘ 𝑥) ∘ ((𝑧 ∘ 𝑥) 𝑟∘ 𝑧) = 𝑦,

тобто,

𝑀𝑧,∘𝐿𝑧,∘ =𝑀𝑦,∘𝐿𝑦,∘ := 𝜌

для всiх 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑄. Отже, бiєкцiя 𝜌 не залежать вiд 𝑦 та 𝑧 i є функцiйною

константою. Замiнивши (𝑧 ∘ 𝑥) 𝑟∘ 𝑧 на 𝜌(𝑥) в тотожностi (2.30), отримаємо
рiвнiсть (𝑦 ∘ 𝑥) ∘ 𝜌(𝑥) = 𝑦.

Отже, клас I, ℓI та 𝑟I є квазiгруповими многовидами, якi визначаються

тотожностями (2.26), (2.28) i (2.30) вiдповiдно. Теорема доведена. 2

Теорема 2.3. Кожний многовид парастрофної орбiти 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп

може бути описаний такими тотожностями:

Многовид Визначаюча Визначаюча

формула тотожнiсть

C = 𝑠C 𝛼(𝑥) · 𝑦𝑥 = 𝑦 𝑥𝑦 · (𝑥𝑧 𝑟· 𝑧) = 𝑦

ℓC = 𝑠𝑟C 𝑦𝑥 · 𝑦 = 𝛽(𝑥) 𝑦𝑥 · 𝑦 = 𝑧𝑥 · 𝑧
𝑟C = 𝑠ℓC 𝑦 · 𝑥𝑦 = 𝛾(𝑥) 𝑦 · 𝑥𝑦 = 𝑧 · 𝑥𝑧

Наслiдок 2.8. Для кожного многовида парастрофної орбiти 𝐶𝐼𝑃

квазiгруп функцiя оборотностi матиме вигляд:

C = 𝑠C: (∀𝑧) 𝛼 =𝑀𝑧𝑅𝑧 =
𝜄𝑀𝑧

𝑟𝑀𝑧;

ℓC = 𝑠𝑟C: (∀𝑧) 𝛽 = 𝑅𝑧𝐿𝑧 =
𝑟𝑀𝑧

ℓ𝑠𝑀𝑧;

𝑟C = 𝑠ℓC: (∀𝑧) 𝛾 = 𝐿𝑧𝑅𝑧 =
ℓ𝑠𝑀𝑧

𝑟𝑀𝑧

Доведення теореми 2.3 та наслiдку 2.8. Нехай C позначається

клас всiх 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп (з властивiстю схрещеної оборотностi), тобто
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квазiгрупи (𝑄; ·), якi визначаються рiвнiстю 𝑥𝑦 · 𝛼(𝑥) = 𝑦 для деякого

перетворення 𝛼 множини 𝑄.

За Наслiдком 1.3, многовид 𝑠C визначається рiвнiстю

(𝑥
𝑠· 𝑦) 𝑠· 𝛼𝑥 = 𝑦, тобто, 𝛼𝑥 · 𝑦𝑥 = 𝑦.

Замiнимо 𝑥 на 𝛼−1(𝑥): 𝑥 · (𝑦 · 𝛼−1(𝑥)) = 𝑦, звiдки маємо

𝑥(𝑦 · 𝛼−1(𝑥)) · 𝛼−1(𝑥) = 𝑦 · 𝛼−1(𝑥).

Замiнимо 𝑦 · 𝛼−1(𝑥) на 𝑦: (𝑥 · 𝑦) · 𝛼−1(𝑥) = 𝑦. Оскiльки формули

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑦) 𝑥𝑦 · 𝛼(𝑥) = 𝑦 i (∃𝛼)(∀𝑥, 𝑦) 𝑥𝑦 · 𝛼−1(𝑥) = 𝑦

є еквiвалентними, то C = 𝑠C.

Вiдповiдно до означення правої трансляцiї, рiвнiсть 𝑥𝑦 ·𝛼(𝑥) = 𝑦 можна

записати як 𝑅𝑦𝑥 · 𝛼(𝑥) = 𝑦. За означенням середньої трансляцiї, ми маємо

𝛼 = 𝑀𝑦𝑅𝑦 для всiх 𝑦 ∈ 𝑄. Замiнимо 𝛼 на 𝑀𝑧𝑅𝑧 в рiвностi 𝑥𝑦 · 𝛼(𝑥) = 𝑦,

отримаємо рiвнiсть

𝑥𝑦 ·𝑀𝑧𝑅𝑧(𝑥) = 𝑦.

Беручи до уваги рiвнiсть 𝑀𝑧(𝑥) = 𝑥
𝑟· 𝑧, ми маємо

𝑥𝑦 · (𝑥𝑧 𝑟· 𝑧) = 𝑦. (2.31)

I навпаки, нехай (𝑄; ·, ℓ·, 𝑟·) буде квазiгрупою, яка задовольняє тотожностi

(2.31). Цю тотожнiсть можна записати як

𝑥𝑦
𝑟· 𝑦 = 𝑥𝑧

𝑟· 𝑧, тобто 𝑀𝑦𝑅𝑦 =𝑀𝑧𝑅𝑧 := 𝛼 для всiх 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑄.

Отже, бiєкцiя 𝛼 не залежить вiд змiнних 𝑦 та 𝑧 i є функцiйною

константою. Замiнимо 𝑥𝑧
𝑟· 𝑧 на 𝛼(𝑥) в тотожностi (2.31), тодi отримаємо

рiвнiсть 𝑥𝑦 ·𝛼(𝑥) = 𝑦. Це означає, що квазiгрупа має властивiсть схрещеної

оборотностi.

Звiдси випливає, що клас квазiгруп з властивiстю схрещеної

оборотностi є многовидом C, визначеним тотожнiстю (2.31).
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Залишилося знайти тотожностi многовидiв та їх функцiї оборотностi.

Вiдповiдно до Наслiдка 1.3, многовид ℓC описується формулою

(𝑥
ℓ∘ 𝑦) ℓ∘ 𝛽𝑥 = 𝑦

для деякого перетворення 𝛽. Iншими словами, якщо квазiгрупа (𝐴; ∘)
належить многовиду ℓC, то ця тотожнiсть виконується. Неважко

переконатися, що перетворення 𝛽 є оборотними та формула є

еквiвалентною до рiвностi

(𝑦 ∘ 𝑥) ∘ 𝑦 = 𝛽−1(𝑥). (2.32)

Отже, 𝛽−1 = 𝑅𝑦,∘𝐿𝑦,∘ для всiх 𝑥, 𝑦. Оскiльки 𝛽 є функцiйною константою,

то 𝛽 не залежить вiд 𝑦 i 𝑥. Отже, замiнюючи їх новою змiнною 𝑧, ми

отримаємо тотожнiсть

(𝑦 ∘ 𝑥) ∘ 𝑦 = (𝑧 ∘ 𝑥) ∘ 𝑧. (2.33)

Навпаки, нехай квазiгрупа (𝐴; ∘) задовольняє тотожнiсть (2.33). Вона
може бути записана як 𝑅𝑦,∘𝐿𝑦,∘ = 𝑅𝑧,∘𝐿𝑧,∘ =: 𝛽−1.

Звiдси випливає, що спiввiдношення не залежить вiд будь-яких змiнних

i визначає сталу функцiю 𝛽. Ось чому тотожнiсть (2.33) означає

тотожнiсть (2.32).

Отже, тотожнiсть (2.33) визначає многовид ℓC.

Вiдповiдно до Наслiдка 1.3, многовиди 𝑟C описується формулою

(𝑥
𝑟* 𝑦) 𝑟* 𝛾𝑥 = 𝑦

для деякого перетворення 𝛾. Iншими словами, якщо квазiгрупа (𝐵; *)
належить многовиду 𝑟C, то ця тотожнiсть виконується. Неважко

переконатися, що перетворення 𝛾 є оборотним та формула є еквiвалентною

до рiвностi

𝑥 * (𝑦 * 𝑥) = 𝛾−1(𝑦). (2.34)

Отже, 𝛾−1 = 𝐿𝑥,*𝑅𝑥,* для всiх 𝑥, 𝑦. Оскiльки 𝛾 є функцiйною константою,

то 𝛾 не залежить вiд 𝑦 i 𝑥. Отже, замiнюючи їх новою змiнною 𝑧, ми
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отримаємо тотожнiсть

𝑥 * (𝑦 * 𝑥) = 𝑧 * (𝑦 * 𝑧). (2.35)

Навпаки, нехай квазiгрупа (𝐵; *) задовольняє тотожнiсть (2.34). Вона
може бути записана як 𝐿𝑥,*𝑅𝑥,* = 𝐿𝑧,*𝑅𝑧,* := 𝛾−1.

Звiдси випливає, що спiввiдношення не залежить вiд будь-яких змiнних

i визначають деяку сталу функцiю 𝛾. Ось чому тотожнiсть (2.35) означає

тотожнiсть (2.34). Отже, тотожнiсть (2.35) визначає многовид 𝑟C.

Теорема доведена. 2

Теорема 2.4. Кожний многовид парастрофної орбiти дзеркальних

квазiгруп описується такими тотожностями:

Многовид Визначаюча Визначаюча

формула тотожнiсть

M = 𝑠M 𝜙(𝑥) · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥 (𝑧𝑥
ℓ· 𝑧) · 𝑦 = 𝑦𝑥

ℓM = 𝑠𝑟M 𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝛿(𝑥) 𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑧 · 𝑧𝑥
𝑟M = 𝑠ℓM 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝜉(𝑥) 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥𝑧 · 𝑧

Наслiдок 2.9. Для кожного многовида парастрофної орбiти

дзеркальних квазiгруп функцiя оборотностi матиме вигляд:

M = 𝑠M: (∀𝑧) 𝜙 = 𝑅−1
𝑧 𝐿𝑧 =

𝑟𝑠𝑀𝑧
ℓ𝑠𝑀𝑧;

ℓM = 𝑠𝑟M: (∀𝑧) 𝛿 = 𝐿2
𝑧 = (ℓ𝑠𝑀𝑧)

2;

𝑟M = 𝑠ℓM: (∀𝑧) 𝜉 = 𝑅2
𝑧 = (𝑟𝑀𝑧)

2

Доведення теореми 2.4 та наслiдку 2.9. Нехай через

M позначається клас квазiгруп, визначених такою умовою: iснує

перетворення 𝜙 таке, що рiвнiсть 𝜙(𝑥) · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥 є iстинною для всiх 𝑥,

𝑦.

Згiдно Наслiдка 1.3, клас квазiгруп 𝑠M визначається рiвнiстю 𝜙(𝑥)
𝑠·

𝑦 = 𝑦
𝑠· 𝑥, тобто 𝑦 · 𝜙(𝑥) = 𝑥 · 𝑦. У результатi фiксування змiнної 𝑦, 𝜙 є
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бiєкцiєю. Таким чином, 𝑥 можемо замiнити на 𝜙−1𝑥: 𝑦 · 𝑥 = 𝜙−1𝑥 · 𝑦, або
𝜙−1(𝑥) · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥. Оскiльки формули

(∃𝛼)(∀𝑥, 𝑦) 𝜙(𝑥) · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥 i (∃𝜙)(∀𝑥, 𝑦) 𝜙−1(𝑥) · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥

еквiвалентнi, тодiM = 𝑠M. Формула 𝜙(𝑥) ·𝑦 = 𝑦 ·𝑥 може бути записана як
𝑅𝑦𝜙 = 𝐿𝑦. Звiдси, 𝜙 = 𝑅−1

𝑦 𝐿𝑦 для всiх 𝑦 ∈ 𝑄. Замiнюючи 𝑅−1
𝑧 𝐿𝑧 замiсть 𝜙

у рiвнiсть 𝜙(𝑥) · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥, отримаємо 𝑅−1
𝑧 𝐿𝑧(𝑥) · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥. Беручи до уваги

рiвнiсть 𝑅−1
𝑧 (𝑥) = 𝑥

ℓ· 𝑧, маємо

(𝑧𝑥
ℓ· 𝑧) · 𝑦 = 𝑦𝑥. (2.36)

Навпаки, нехай (𝑄; ·, ℓ·, 𝑟·) — квазiгрупа, яка задовольняє тотожнiсть

(2.36), що еквiвалентно тотожностi 𝑧𝑥
ℓ·𝑧 = 𝑦𝑥

ℓ·𝑦, тобто 𝑅−1
𝑧 𝐿𝑧 = 𝑅−1

𝑦 𝐿𝑦 := 𝜙

для всiх 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑄. Отже, бiєкцiя 𝜙 є функцiональною константою.

Замiнюючи 𝑧𝑥
ℓ· 𝑧 на 𝜙(𝑥) в тотожностi (2.36), отримаємо 𝜙(𝑥) · 𝑦 = 𝑦𝑥.

Отже, клас квазiгруп, який визначається тотожнiстю (2.36), є многовидом

M.

Тотожностi многовида та функцiю оборотностi потрiбно знайти.

Вiдповiдно до наслiдку 1.3, многовид ℓM описується формулою

𝛿(𝑥)
ℓ* 𝑦 = 𝑦

ℓ* 𝑥,

для деякого перетворення 𝛿, а саме, приналежнiсть квазiгрупи (𝐴; *)
многовиду ℓM означає, що ця тотожнiсть виконується. У результатi

фiксацiї 𝑦, перетворення 𝛿 є бiєктивним. Використовуючи означення лiвої

оборотної (
ℓ∘), легко перевiрити, що ця формула еквiвалентна формулi

𝑦 * (𝑦 * 𝑥) = 𝛿(𝑥). (2.37)

Отже, функцiя оборотностi 𝛿 виражається формулою 𝛿 = 𝐿2
𝑦,* для всiх

𝑥, 𝑦. Оскiльки 𝛿 є сталою функцiєю, то 𝛿, не залежить вiд змiнних 𝑦 та 𝑥.

Тому, замiнюючи її новою змiнною 𝑧, отримаємо

𝑦 * (𝑦 * 𝑥) = 𝐿2
𝑦,*(𝑥),
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яка є еквiвалентною тотожностi

𝑦 * (𝑦 * 𝑥) = 𝑧 * (𝑧 * 𝑥). (2.38)

Навпаки, нехай квазiгрупа (𝐴; *) задовольнятиме тотожностi (2.38).

Цю тотожнiсть можна записати як 𝐿2
𝑦,* = 𝐿2

𝑧,* =: 𝛿 .

Таким чином, спiввiдношення не залежить вiд змiнних та визначає

деяку сталу функцiю 𝛿. Тому, виконання тотожностi (2.38), означає

виконання рiвностi (2.37).

Отже, тотожнiсть (2.38) визначає многовид ℓM.

Тотожнiсть многовида та функцiю оборотностi потрiбно знайти.

Вiдповiдно до наслiдку 1.3, многовид 𝑟M вiдповiдно описується формулою

𝜉(𝑥)
𝑟· 𝑦 = 𝑦

𝑟· 𝑥

для деякого перетворення 𝜉, а саме, приналежнiсть квазiгрупи (𝐵; ·)
многовиду 𝑟M означає, що ця тотожнiсть виконується. У результатi

фiксацiї 𝑦, перетворення 𝜉 є бiєктивним. Використовуючи означення правої

оборотної (
𝑟∘), легко перевiрити, що ця формула еквiвалентна формулi

(𝑦 · 𝑥) · 𝑥 = 𝜉(𝑦). (2.39)

Отже, функцiя оборотностi виражається формулою 𝜉 = 𝑅2
𝑥,· для всiх 𝑥,

𝑦. Оскiльки 𝜉 є сталою функцiєю, то 𝜉 не залежить вiд 𝑦 та 𝑥. Тому,

замiнюючи її новою змiнною 𝑧, отримаємо

(𝑦 · 𝑥) · 𝑥 = 𝑅2
𝑥,·(𝑦),

яка є вiдповiдно еквiвалентною тотожностi

(𝑦 · 𝑥) · 𝑥 = (𝑦 · 𝑧) · 𝑧. (2.40)

Навпаки, нехай квазiгруп (𝐵; ·) задовольняє тотожнiсть (2.40). Цю

тотожнiсть можна записати як 𝑅2
𝑥,· = 𝑅2

𝑧,· := 𝜉.

Таким чином, представлене спiввiдношення не залежить вiд змiнних

та визначає деяку сталу функцiю 𝜉. Тому, виконання тотожностi (2.40)

означає виконання рiвностi (2.39).
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Отже, тотожнiсть (2.40) визначає многовид 𝑟M. Теорема доведена. 2

Тотожностi 𝑦𝑥 · 𝑦 = 𝑧𝑥 · 𝑧, 𝑦 · 𝑥𝑦 = 𝑧 · 𝑥𝑧, 𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑧 · 𝑧𝑥, 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥𝑧 · 𝑧
з Теореми 6 та Теореми 7 були знайденi в А. Крапежем у [72]. Дивись

також [41].

2.4. Про деякi властивостi 𝐼𝑃 квазiгруп

У цьому роздiлi описано деякi властивостi 𝐼𝑃 квазiгруп, враховуючи

закон парастрофної симетрiї. Наведено приклад групоїда, який одночасно

є лiвою, правою та середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою. Розглянутi парастрофнi

орбiти, що мiстять многовиди двостороннiх 𝐼𝑃 квазiгруп та тристороннiх

𝐼𝑃 квазiгруп.

Властивостi для лiвої та правої 𝐼𝑃 квазiгруп є добре вiдомими. А,

оскiльки поняття середньої 𝐼𝑃 квазiгрупи було введено вперше, тому

властивостi 𝐼𝑃 квазiгруп, якi мiстять середню функцiю оборотностi 𝜇, було

доповнено:

1∘ Перетворення 𝜇 є iнволютивним.

Справдi, 𝜇2(𝑥𝑦) = 𝜇(𝜇(𝑥𝑦)) = 𝜇(𝑦𝑥) = 𝑥𝑦, тому 𝜇2 = 𝜄.

2∘ 𝜆(𝑥) · 𝜇(𝑦 · 𝑥) = 𝑦,

𝜇(𝑥 · 𝑦) · 𝜌(𝑥) = 𝑦.

Доведення випливає з (1.17).

3∘ Для довiльного 𝑎 𝑀𝜇𝑎 =𝑀−1
𝑎 .

Нехай 𝑀𝜇𝑎(𝑥) = 𝑦, за означенням 𝑥 · 𝑦 = 𝑎. Застосуємо 𝜇 до обох

частин рiвностi: 𝑦 ·𝑥 = 𝜇𝑎, тобто𝑀𝜇𝑎(𝑦) = 𝑥, тому 𝑦 =𝑀−1
𝜇𝑎 (𝑥). Отже,

𝑀−1
𝜇𝑎 =𝑀𝑎.
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4∘ Для довiльного 𝑎 маємо :

𝜌𝑅𝑎𝜆 = 𝐿−1
𝑎 , 𝜆𝐿𝑎𝜌 = 𝑅−1

𝑎 ,

𝜆𝑅𝑎𝜌 = 𝐿𝜌𝑎, 𝜌𝐿𝑎𝜆 = 𝑅𝜆𝑎,

𝜆𝐿𝑎𝜇 = 𝑅−1
𝑎 𝜌𝜇, 𝜇𝑅𝑎𝜌 = 𝐿𝑎𝜌,

𝜆𝑅𝑎𝜇 = 𝐿𝜌𝑎𝜌𝜇, 𝜇𝑅𝑎𝜆 = 𝐿𝑎𝜆,

𝜌𝑅𝑎𝜇 = 𝐿−1
𝑎 𝜆𝜇, 𝜌𝐿𝑎𝜇 = 𝑅𝜆𝑎𝜆𝜇,

𝜇𝐿𝑎𝜆 = 𝑅𝑎𝜆, 𝜇𝐿𝑎𝜌 = 𝑅𝑎𝜌,

𝐿𝜇𝑎𝜌 =𝑀𝑎, 𝑅𝑎𝜆 =𝑀−1
𝜇𝑎 .

Справдi, для всiх 𝑥 ∈ 𝑄 ми отримали

𝜆𝐿𝑎𝜇(𝑥) = 𝜆(𝑎 · 𝜇(𝑥)) 2∘
= 𝜌𝜇(𝑥) · 𝜌𝑎 = 𝑅𝜌𝑎𝜌𝜇(𝑥) = 𝑅−1

𝑎 𝜌𝜇(𝑥);

𝜇𝑅𝑎𝜌(𝑥) = 𝜇(𝜌(𝑥) · 𝑎) (1.17)
= 𝑎 · 𝜌(𝑥) = 𝐿𝑎𝜌(𝑥);

𝜆𝑅𝑎𝜇(𝑥) = 𝜆(𝜇(𝑥) · 𝑎) 2∘
= 𝜌𝑎 · 𝜌𝜇(𝑥) = 𝐿𝜌𝑎𝜌𝜇(𝑥);

𝜇𝑅𝑎𝜆(𝑥) = 𝜇(𝜆(𝑥) · 𝑎) (1.17)
= 𝑎 · 𝜆(𝑥) = 𝐿𝑎𝜆(𝑥);

𝜌𝑅𝑎𝜇(𝑥) = 𝜌(𝜇(𝑥) · 𝑎) 2∘
= 𝜆𝑎 · 𝜆𝜇(𝑥) = 𝐿𝜆𝑎𝜆𝜇(𝑥) = 𝐿−1

𝑎 𝜆𝜇(𝑥);

𝜌𝐿𝑎𝜇(𝑥) = 𝜌(𝑎 · 𝜇(𝑥)) 2∘
= 𝜆𝜇(𝑥) · 𝜆𝑎 = 𝑅𝜆𝑎𝜆𝜇(𝑥);

𝜇𝐿𝑎𝜆(𝑥) = 𝜇(𝑎 · 𝜆(𝑥)) (1.17)
= 𝜆(𝑥) · 𝑎 = 𝑅𝑎𝜆(𝑥);

𝜇𝐿𝑎𝜌(𝑥) = 𝜇(𝑎 · 𝜌(𝑥)) (1.17)
= 𝜌(𝑥) · 𝑎 = 𝑅𝑎𝜌(𝑥);

Доведемо рiвнiсть: 𝐿𝜇𝑎𝜌 = 𝑀𝑎. Маємо за означенням, що 𝐿𝜇𝑎𝜌(𝑥) =

𝜇𝑎 · 𝜌(𝑥).

Нехай 𝑀𝑎(𝑥) = 𝑦, згiдно означення 𝑥 · 𝑦 = 𝑎, маємо 𝐿𝜇𝑎𝜌(𝑥) = 𝜇(𝑥 · 𝑦) ·
𝜌(𝑥)

2∘
= 𝑦 =𝑀𝑎(𝑥);

Доведемо рiвнiсть: 𝑅𝑎𝜆(𝑥) =𝑀−1
𝜇𝑎 . 𝑅𝑎𝜆(𝑥) = 𝜆(𝑥) · 𝑎.

Нехай 𝑀𝑎(𝑥) = 𝑦, згiдно означення 𝑥 · 𝑦 = 𝑎, маємо 𝑅𝑎𝜆(𝑥) = 𝜆(𝑥) · (𝑥 ·
𝑦)

(3.36)
= 𝑦 =𝑀𝑎(𝑥)

3∘
=𝑀−1

𝜇𝑎 (𝑥).

Якщо квазiгрупа має властивiсть оборотностi, то її 𝜎-парастроф також

має властивiсть оборотностi з такою ж функцiєю оборотностi.
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𝜄 лiва IP, 𝜆 права IP, 𝜌 середня IP, 𝜇

𝑠-парастроф права IP, 𝜆 лiва IP, 𝜌 середня IP, 𝜇

ℓ-парастроф середня IP, 𝜆 права IP, 𝜌 лiва IP, 𝜇

𝑟-парастроф лiва IP, 𝜆 середня IP, 𝜌 права IP, 𝜇

𝑠ℓ-парастроф середня IP, 𝜆 лiва IP, 𝜌 права IP, 𝜇

𝑠𝑟-парастроф права IP, 𝜆 середня IP, 𝜌 лiва IP, 𝜇

Приклад 2. Розглянемо квазiгрупу (Z15; ∘) з канонiчним розкладом

𝑥 ∘ 𝑦 = 2𝑥+ 3 + 4𝑦.

(Z15; ∘) буде лiвою 𝐼𝑃 -квазiгрупою з функцiєю оборотностi 𝜆(𝑥) = −4𝑥.

Тобто, квазiгрупа (Z15; ∘) визначає многовид лiвих 𝐼𝑃 квазiгруп ℓI.

Оскiльки многовид лiвих 𝐼𝑃 квазiгруп визначається рiвнiстю (3.36), то 𝑠 -

парастроф цього многовида визначає многовид правих 𝐼𝑃 квазiгруп згiдно

таблицi.

Справдi, з рiвностi 𝜆(𝑥)
𝑠∘ (𝑥 𝑠∘𝑦) = 𝑦 випливає рiвнiсть (𝑦∘𝑥)∘𝜆(𝑥) = 𝑦.

З рiвностей (3.2) отримуємо

𝑥
𝑠∘ 𝑦 = 4𝑥+ 3 + 2𝑦,

Квазiгрупа (Z15;
𝑠∘) визначає многовид правих 𝐼𝑃 квазiгруп 𝑟I.

ℓ-парастроф лiвих 𝐼𝑃 -квазiгруп означає 𝜆(𝑥)
ℓ∘ (𝑥 ℓ∘𝑦) = 𝑦.

Нехай 𝑥
ℓ∘𝑦 = 𝑧, then 𝑦∘𝑧 = 𝑥. Тому маємо таку рiвнiсть 𝑦∘𝑧 = 𝜆(𝑧∘𝑦).

Отже, отримали рiвнiсть, яка визначає многовид середнiх 𝐼𝑃 -квазiгруп.

Рiвностi (3.2) означають

𝑥
ℓ∘ 𝑦 = 8𝑥+ 6− 2𝑦.

Квазiгрупа (Z15;
ℓ∘) визначає многовид середнiх 𝐼𝑃 -квазiгруп I.

Звiдси випливає, що многовиди I, ℓI, 𝑟I є рiзними i належать однiй

парастрофнiй орбiтi.

Операцiї (∘), (𝑠∘), ( ℓ∘) визначенi на множинi Z15 рiвностями

𝑥 ∘ 𝑦 := 2𝑥+ 3 + 4𝑦, 𝑥
𝑠∘ 𝑦 := 4𝑥+ 3 + 2𝑦, 𝑥

ℓ∘ 𝑦 := 8𝑥+ 6− 2𝑦
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мають лiву, праву та середню властивостi оборотностi вiдповiдно, зокрема

функцiї оборотностi 𝜆(𝑥) = 11𝑥, 𝜌(𝑥) = 11𝑥, 𝜇(𝑥) = 11𝑥.

Справдi,

𝜆(𝑥)∘ (𝑥∘𝑦) = 11 ·2𝑥+3+4 · (2𝑥+3+4𝑦) = 22𝑥+3+8𝑥+12+16𝑦 = 𝑦,

(𝑦∘𝑥)∘𝜌(𝑥) = 4 · (4𝑦+3+2𝑥)+3+2 · 11𝑥 = 16𝑦+12+8𝑥+3+22𝑥 = 𝑦,

𝜇(𝑥∘𝑦) = 𝜇(8𝑥+6−2𝑦) = −22𝑦+66+88𝑥−66+6 = 8𝑦+6−2𝑥 = 𝑦∘𝑥.

Теорема 2.5. Парастрофна орбiта многовидiв 𝐼𝑃 -квазiгруп з

двобiчною властивiстю оборотностi складається з трьох многовидiв:

лiво-правих, лiво-середнiх та право-середнiх 𝐼𝑃 квазiгруп.

Бiльше того, многовид лiво-правих 𝐼𝑃 квазiгруп визначається

тотожностями (3.36), (1.15); многовид лiво-середнiх 𝐼𝑃 квазiгруп

визначається тотожностями (3.36), (1.17); многовид право-середнiх 𝐼𝑃

квазiгруп визначається тотожностями (1.15), (1.17).

Доведення. Знайдемо множину всiх попарних перетинiв класiв пучка

𝑃𝑜(I). Нехай V = 𝑟I ∩ ℓI є многовидом лiво-правих 𝐼𝑃 квазiгруп. Також

знайдемо парастрофи многовидiв i покажемо, якi з них збiгаються:

� многовид лiво-правих 𝐼𝑃 квазiгруп

V = 𝑟I ∩ ℓI = 𝑠(𝑟I ∩ ℓI) = 𝑠V;

� многовидом лiво-середнiх 𝐼𝑃 квазiгруп

ℓV = ℓ(𝑟I ∩ ℓI) = 𝑟𝑠I ∩ I = 𝑟I ∩ I = 𝑠𝑟(𝑟I ∩ ℓI) = 𝑠𝑟V;

� многовидом право-середнiх 𝐼𝑃 квазiгруп

𝑟V = 𝑟(𝑟I ∩ ℓI) = ℓI ∩ I = 𝑠ℓ(𝑟I ∩ ℓI) = 𝑠ℓV.

У результатi ми маємо множину перетинiв многовидiв однобiчних 𝐼𝑃

квазiгруп, якi належать парастрофнiй орбiтi (пучку) двостороннiх 𝐼𝑃

квазiгруп:

𝑃𝑜(V) = {𝑟I ∩ ℓI, 𝑟I ∩ I, ℓI ∩ I} = {V, ℓV, 𝑟V}.



84

2

Наприклад, двосторонньою 𝐼𝑃 квазiгрупою є некомутативна лупа,

якщо функцiя оборотностi 𝜇 = 𝜄.

Теорема 2.6. Тристороннi 𝐼𝑃 -квазiгрупи є лiво-право-середнiми 𝐼𝑃 -

квазiгрупами.

Зокрема, многовид B = I ∩ 𝑟I ∩ ℓI є тотально-симетричним

многовидом.

Доведення. Справдi, легко довести, що

𝜎(I ∩ 𝑟I ∩ ℓI) = I ∩ 𝑟I ∩ ℓI,

для всiх 𝜎 ∈ 𝑆3. 2

2.5. Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi введено нове поняття напрямку трансляцiї та поняття

парастрофа трансляцiї. Тобто, кожне перетворення (трансляцiї та їх

оберненi) мають два незалежних параметри: напрямок i пiдстановка

базової множини. Основними результатами роздiлу є:

— описано властивостi тотально-симетричних трансляцiй,

напiвсиметричних трансляцiй, односиметричних трансляцiй та

асиметричних трансляцiй;

— дослiджено рiвнiсть множин трансляцiй рiзних напрямкiв;

— доведено, що iснує дев’ять класiв за цiєю характеристичною властивiстю;

— введено поняття середньої 𝐼𝑃 квазiгрупи, лiвої, правої та середньої

квазiгрупи з властивостями схрещеної оборотностi (𝐶𝐼𝑃 );

— введено поняття лiвої, правої та середньої дзеркальної квазiгрупи;

— зазначено, що цi дев’ять класiв формують три парастрофнi орбiти;

— доведено, що цi класи є многовидами та знайдено тотожностi, якi

визначають цi многовиди квазiгруп з властивостями оборотностi та

знайдено формули для обчислення вiдповiдних функцiй оборотностi.
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РОЗДIЛ 3

ГРУПОВI IЗОТОПИ З ВЛАСТИВОСТЯМИ

ОБОРОТНОСТI

Класи квазiгруп, якi є iзотопними групам розглядалися в роботах [15–

17, 39] та iнших авторiв. Теорiя групових iзотопiв була систематизована в

працях Ф. Сохацького "Про груповi iзотопи". Iзотопне замикання деяких

групових многовидiв дослiджували Г. Бєлявська [14], А. Драпал [15], А.

Табаров [16]. Структуру 𝐶𝐼 квазiгруп, для яких усi 𝐿𝑃 -iзотопи є 𝐶𝐼-

лупами, дослiджували в [2] В. Бiлоусов, Б. Цуркан.

У цьому роздiлi знайдено умови, за яких груповий iзотоп матиме певну

властивiсть оборотностi.

Групоїд (𝑄; ·) називається iзотопом групоїда (𝑄; +), якщо iснує трiйка

бiєкцiй (𝛼, 𝛽, 𝛾), яка називається iзотопiзмом така, що виконується

вiдношенням 𝑥 · 𝑦 := 𝛾−1(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦). Iзотоп групи називається груповим

iзотопом [15].

Пiдстановка 𝛼 множини 𝑄 називається унiтарною групи (𝑄; +), якщо

𝛼(0) = 0, де 0 є нейтральним елементом групи (𝑄; +).

Означення 3.1. [15] Нехай (𝑄; ·) — груповий iзотоп i 0 — довiльний

елемент iз 𝑄, тодi права частина формули

𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑎+ 𝛽𝑦 (3.1)

називається 0-канонiчним розкладом, якщо (𝑄; +) є група, 0 є її

нейтральний елемент i 𝛼, 𝛽 є унiтарними пiдстановками групи (𝑄; +).

У цьому випадку ми говоримо: елемент 0 визначає канонiчний розклад;

(𝑄; +) — його група розкладу; 𝛼, 𝛽 — його коефiцiєнти i 𝑎 є його вiльним

елементом.

Теорема 3.1. [15] Довiльний елемент групового iзотопу однозначно

визначає його канонiчний розклад.
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Наслiдок 3.1. [15] Якщо груповий iзотоп (𝑄; ·) задовольняє

тотожнiсть

𝑤1(𝑥) · 𝑤2(𝑦) = 𝑤3(𝑦) · 𝑤4(𝑥)

i змiннi 𝑥, 𝑦 є квадратичними, тодi (𝑄; ·) iзотопний комутативнiй групi.

Якщо квазiгрупа (𝑄; ·) iзотопна парастрофу квазiгрупи (𝑄; ∘), то (𝑄; ·)
i (𝑄; ∘) називаються iзострофними.

Подана нижче теорема 3.2 та її наслiдок 3.1 добре вiдомi i можуть бути

знайденi в багатьох статтях, наприклад, в [6], [20], [15], [98].

Теорема 3.2. Трiйка (𝛼, 𝛽, 𝛾) пiдстановок множини 𝑄 є

автотопiзмом групи (𝑄,+) тодi i тiльки тодi, коли iснує автоморфiзм

𝜃 групи (𝑄,+) та елементи 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄 такi, що

𝛼 = 𝐿𝑐𝑅𝑏−1𝜃, 𝛽 = 𝐿𝑏𝜃, 𝛾 = 𝐿𝑐𝜃.

Твердження 3.1. [15] Нехай 𝛼, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3, 𝛽4 пiдстановки множини

𝑄, крiм того 𝛼 є унiтарне перетворення групи (𝑄,+) i нехай

𝛼(𝛽1𝑥+ 𝛽2𝑦) = 𝛽3𝑢+ 𝛽4𝑣,

де {𝑥, 𝑦} = {𝑢, 𝑣} виконується для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. Тодi iстинними є такi

твердження:

1) 𝛼 є довiльний автоморфiзм групи (𝑄,+), якщо 𝑢 = 𝑥, 𝑣 = 𝑦;

2) 𝛼 є довiльний антиавтоморфiзм групи (𝑄,+), якщо 𝑢 = 𝑦, 𝑣 = 𝑥.

Наслiдок 3.2. [55] Рiвнiсть (3.1) є канонiчним розкладом групи тодi

i тiльки тодi, коли має мiсце рiвнiсть 𝛼 = 𝛽 = 𝜄.

Нехай (+, 𝛼, 𝛽, 𝑎) — канонiчний розклад групового iзотопу (𝑄; ·). Тодi
всi парастрофи (𝑄; ·) матимуть такий вигляд:

𝑥
𝜄· 𝑦 = 𝛼𝑥+ 𝑎+ 𝛽𝑦, 𝑥

𝑠· 𝑦 = 𝛽𝑥+ 𝑎+ 𝛼𝑦,

𝑥
ℓ· 𝑦 = 𝛼−1(𝑥− 𝑎− 𝛽𝑦), 𝑥

𝑠ℓ· 𝑦 = 𝛼−1(−𝛽𝑥− 𝑎+ 𝑦),

𝑥
𝑟· 𝑦 = 𝛽−1(−𝛼𝑥− 𝑎+ 𝑦), 𝑥

𝑠𝑟· 𝑦 = 𝛽−1(𝑥− 𝑎− 𝛼𝑦).

(3.2)
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Оскiльки кожний груповий iзотоп має канонiчний розклад, тобто

розклад завжди iснує i вiн єдиний. Тому природньо знайти при яких

умовах вiн матиме властивiсть оборотностi.

Груповi iзотопи з властивiстю схрещеної оборотностi дослiджували

В.О. Щербаков, I.А. Флоря,Н. Дiдурiк.

Квазiгрупа є лiнiйною [4], якщо iснує група (𝑄; +), її автоморфiзми 𝜙,

𝜓, довiльний елемент 𝑐 такi, що для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄

𝑥 · 𝑦 = 𝜙(𝑥) + 𝑐+ 𝜓(𝑦).

Наслiдок 3.3. [15] Iзотопне замикання многовида всiх груп є

многовидом квазiгруп, який описується такою тотожнiстю:

(𝑥(𝑢
𝑟· 𝑦) ℓ· 𝑢)𝑧 = 𝑥(𝑢

𝑟· (𝑦 ℓ· 𝑢)𝑧). (3.3)

О. Кирнасовським знайдено необхiднi та достатнi умови для

комутативного, лiвосиметричного та правосиметричного групових

iзотопiв [51]. Критерiї iснування для тотально-симетричного групового

iзотопу описанi Ф. Сохацьким [98], критерiї напiвсиметричностi та

асиметричностi для групових iзотопiв знайденi Г. Крайнiчук в [55],

теорема про класифiкацiю всiх групових iзотопiв за групами їх симетрiй.

Теорема 3.3. [55] Нехай (𝑄; ·) — груповий iзотоп i (3.1) його

канонiчний розклад, тодi

1) (𝑄; ·) є комутативним тодi i тiльки тодi, коли (𝑄; +) є абелевою i

𝛽 = 𝛼;

2) (𝑄; ·) є правосиметричним тодi i тiльки тодi, коли (𝑄; +) є абелевою

i 𝛼 = −𝜄;
3) (𝑄; ·) є лiвосиметричним тодi i тiльки тодi, коли (𝑄; +) є абелевою i

𝛽 = −𝜄;
4) (𝑄; ·) є тотально-симетричним тодi i тiльки тодi, коли (𝑄; +) є

абелевою i 𝛼 = 𝛽 = −𝜄;
5) (𝑄; ·) є напiвсиметричним тодi i тiльки тодi, коли 𝛼 є
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антиавтоморфiзмом групи (𝑄; +), 𝛽 = 𝛼−1, 𝛼3 = −𝐼−1
𝑎 , 𝛼𝑎 = −𝑎, де

𝐼𝑎(𝑥) := −𝑎+ 𝑥+ 𝑎;

6) (𝑄; ·) є асиметричним тодi i тiльки тодi, коли (𝑄; +) є неабелевою

або −𝜄 ̸= 𝛼 ̸= 𝛽 ̸= −𝜄 i принаймнi одна з таких умов є iстинною: 𝛼 не є

антиавтоморфiзмом, 𝛽 ̸= 𝛼−1, 𝛼3 ̸= −𝐼−1
𝑎 , 𝛼𝑎 ̸= −𝑎.

З теореми 3.3 Г. Крайнiчук отримала наслiдок для класифiкацiї

групових iзотопiв над некомутативними групами.

Наслiдок 3.4. [55] Iзотоп некомутативної групи є або

напiвсиметричним, або асиметричним.

Наслiдок 3.5. [55] Комутативнi, лiвосиметричнi, правосиметричнi

i тотально-симетричнi груповi iзотопи є медiальними квазiгрупами.

I. Флоря та Н. Дiдурик довели таке твердження:

Твердження 3.2. Якщо довiльна лупа (𝑄; ∘) iзотопна 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупi

(𝑄; ·), комутативна, то квазiгрупа (𝑄; ·) - медiальна, а (𝑄; ∘) - абелева
група.

3.1. Груповi iзотопи з властивiстю оборотностi (𝐼𝑃 )

В [77] у кожному многовидi 𝐼𝑃 квазiруп було описано груповi iзотопи

у випадку коли 𝜌(0) = 0 та 𝜆(0) = 0.

Теорема 3.4. Нехай (𝑄; ∘) — груповий iзотоп i (3.1) буде його

канонiчним розкладом, тодi:

1) (𝑄; ∘) — права 𝐼𝑃 -квазiгрупа з функцiєю оборотностi 𝜌 (у випадку

коли 𝜌(0) = 0) тодi i тiльки тодi, коли 𝛼 буде iнволютивним

автоморфiзмом групи (𝑄; +) i виконуються умови

𝛼(𝑎) = −𝑎, 𝜌 = 𝛽−1𝐽𝐼𝑎𝛼𝛽. (3.4)

2) (𝑄; ∘) — лiва 𝐼𝑃 -квазiгрупа з функцiєю оборотностi 𝜆 (у випадку коли

𝜆(0) = 0) тодi i тiльки, коли 𝛽 буде iнволютивним автоморфiзмом
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групи (𝑄; +) i виконуються умови

𝛽(𝑎) = −𝑎, 𝜆 = 𝛼−1𝐽𝐼−1
𝑎 𝛽𝛼. (3.5)

Доведення. 1) Нехай груповий iзотоп (𝑄; ∘) буде правою 𝐼𝑃 -

квазiгрупою з функцiєю оборотностi 𝜌, тобто, виконується рiвнiсть (𝑦 ∘
𝑥) ∘ 𝜌(𝑥) = 𝑦. Застосувавши канонiчний розклад (𝑄; ∘) (3.1), ми маємо:

𝛼(𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝑥)) + 𝑎+ 𝛽𝜌(𝑥) = 𝑦, (3.6)

звiдси,

𝛼(𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝑥)) = 𝑦 − 𝛽𝜌(𝑥)− 𝑎. (3.7)

Наслiдок 3.1 означає, що 𝛼 є автоморфiзмом групи (𝑄; +, 0), то

𝛼2(𝑦) + 𝛼(𝑎) + 𝛼𝛽(𝑥) = 𝑦 − 𝛽𝜌(𝑥)− 𝑎. (3.8)

Якщо 𝑥 = 𝑦 = 0, ми отримали 𝛼(𝑎) = −𝑎 i, якщо 𝑥 = 0, ми маємо

𝛼2(𝑦) = 𝑦, тобто, 𝛼2 = 𝜄.

Замiнивши отриманi спiввiдношення в (refip12):

𝑦 − 𝑎+ 𝛼𝛽(𝑥) = 𝑦 − 𝛽𝜌(𝑥)− 𝑎.

Скоротивши i рiвностi на 𝑦 злiва, маємо:

−𝑎+ 𝛼𝛽(𝑥) + 𝑎 = −𝛽𝜌(𝑥).

Звiдси, 𝐼𝑎𝛼𝛽 = 𝐽𝛽𝜌 i тому рiвнiсть (3.4) виконується.

Навпаки, нехай (𝑄; ∘) – груповий iзотоп з канонiчним розкладом (3.1),

який задовольняє рiвнiсть (3.4), тодi маємо

(𝑦 ∘ 𝑥) ∘ 𝜌(𝑥) (3.1)
= 𝛼(𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝑥)) + 𝑎+ 𝛽𝜌(𝑥) =

= 𝛼2(𝑦) + 𝛼(𝑎) + 𝛼𝛽(𝑥) + 𝑎+ 𝛽𝜌(𝑥) =

(3.4)
= 𝑦 − 𝑎+ 𝛼𝛽(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝛽−1𝐽𝐼𝑎𝛼𝛽)(𝑥) =

= 𝑦 + 𝐼𝑎𝛼𝛽(𝑥) + 𝐽𝐼𝑎𝛼𝛽(𝑥) =

= 𝑦 + 𝐼𝑎𝛼𝛽(𝑥)− 𝐼𝑎𝛼𝛽(𝑥) = 𝑦.
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Отже, груповий iзотоп (𝑄; ∘) має праву властивiсть оборотностi.
2) Нехай груповий iзотоп (𝑄; ∘) буде лiвою 𝐼𝑃 квазiгрупою з функцiєю

оборотностi 𝜆, тобто виконується рiвнiсть 𝜆(𝑥) ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦. Застосовуючи

канонiчний розклад (𝑄; ∘) (3.1), ми маємо:

𝛼𝜆(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝑦)) = 𝑦, (3.9)

звiдси,

𝛽(𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝑦)) = −𝑎− 𝛼𝜆(𝑥) + 𝑦. (3.10)

Наслiдок 3.1 означає, що 𝛽 є автоморфiзмом (𝑄; +, 0), тому маємо таку

рiвнiсть

𝛽𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑎) + 𝛽2(𝑦) = −𝑎− 𝛼𝜆(𝑥) + 𝑦. (3.11)

Якщо 𝑥 = 𝑦 = 0, отримуємо 𝛽(𝑎) = −𝑎; якщо 𝑥 = 0, маємо, що 𝛽2(𝑦) = 𝑦,

𝛽2 = 𝜄. Пiдставимо отриманi спiввiдношення в (3.19):

𝛽𝛼(𝑥)− 𝑎+ 𝑦 = −𝑎− 𝛼𝜆(𝑥) + 𝑦.

Скоротивши на 𝑦 справа, отримуємо 𝑎 + 𝛽𝛼(𝑥) − 𝑎 = −𝛼𝜆(𝑥). Звiдки,

𝐼−1
𝑎 𝛽𝛼 = 𝐽𝛼𝜆, отже рiвнiсть (3.5) виконується.

I навпаки, нехай (𝑄; ∘) буде груповим iзотопом з канонiчним розкладом

(3.1) та виконується рiвнiсть (3.5), тодi

𝜆(𝑥) ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) (3.1)
= 𝛼𝜆(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝑦)) =

= 𝛼𝜆(𝑥) + 𝑎+ 𝛽𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑎) + 𝛽2(𝑦) =

(3.5)
= 𝛼(𝛼−1𝐽𝐼−1

𝑎 𝛽𝛼)(𝑥) + 𝑎+ 𝛽𝛼(𝑥)− 𝑎+ 𝛽2(𝑦) =

= −𝐼−1
𝑎 𝛽𝛼(𝑥) + 𝐼−1

𝑎 𝛽𝛼(𝑥) + 𝑦 = 𝑦.

Отже, груповий iзотоп (𝑄; ∘) має лiву властивiсть оборотностi. 2

Бiльш загальний випадок розглянуто в такiй теоремi.

Теорема 3.5. Нехай (𝑄; ∘) — груповий iзотоп i (3.1) її канонiчний

розклад, тодi:
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1) (𝑄; ∘) є правою 𝐼𝑃 квазiгрупою з функцiєю оборотностi 𝜌 тодi i

тiльки тодi, коли 𝛼 є iнволютивним автоморфiзмом групи (𝑄; +)

та

𝜌(𝑥) = 𝐽𝛽−1(𝑎) + 𝐽𝛽−1𝛼𝛽(𝑥) + 𝐽𝛽−1𝛼(𝑎),

2) (𝑄; ∘) є лiвою 𝐼𝑃 квазiгрупою з функцiєю оборотностi 𝜆 тодi i тiльки

тодi, коли 𝛽 є iнволютивним автоморфiзмом (𝑄; +) та

𝜆(𝑥) = 𝐽𝛼−1𝛽(𝑎) + 𝐽𝛼−1𝛽𝛼(𝑥) + 𝐽𝛼−1(𝑎),

3) (𝑄; ∘) є середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою з функцiєю оборотностi 𝜇 тодi i

тiльки тодi, коли iснує анти-автоморфiзм 𝜃 такий, що

𝜇(𝑥) = 𝜃(𝑥) + 𝑐, 𝜃2 = 𝐼−1
𝑐 , 𝛼 = 𝜃𝛽, (3.12)

де 𝑐 := −𝜃𝑎+ 𝑎.

Доведення.

1) Нехай груповий iзотоп (𝑄; ∘) буде правою 𝐼𝑃 квазiгрупою з

функцiєю оборотностi 𝜌, тобто виконується рiвнiсть (𝑦 ∘ 𝑥) ∘ 𝜌(𝑥) = 𝑦.

Застосовуючи канонiчний розклад (𝑄; ∘) (3.1), маємо:

𝛼(𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝑥)) + 𝑎+ 𝛽𝜌(𝑥) = 𝑦, (3.13)

звiдси,

𝛼(𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝑥)) = 𝑦 − 𝛽𝜌(𝑥)− 𝑎. (3.14)

З Наслiдка 3.1 випливає, що 𝛼 є автоморфiзмом групи (𝑄; +, 0), тодi

𝛼2(𝑦) + 𝛼(𝑎) + 𝛼𝛽(𝑥) = 𝑦 − 𝛽𝜌(𝑥)− 𝑎. (3.15)

Коли 𝑥 = 𝑦 = 0, отримаємо 𝛼(𝑎) = −𝛽𝜌0 − 𝑎 i коли 𝑥 = 0 маємо 𝛼2(𝑦) +

𝛼(𝑎) = 𝑦 − 𝛽𝜌(0)− 𝑎, тобто 𝛼2 = 𝜄.

Пiдставимо отриманi спiввiдношення в (3.38):

𝑦 + 𝛼(𝑎) + 𝛼𝛽(𝑥) = 𝑦 − 𝛽𝜌(𝑥)− 𝑎.
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Скоротивши на 𝑦 злiва в рiвностi, маємо:

𝛼(𝑎) + 𝛼𝛽(𝑥) + 𝑎 = −𝛽𝜌(𝑥), , 𝛽𝜌(𝑥) = −𝑎− 𝛼𝛽(𝑥)− 𝛼(𝑎).

Отже,

𝜌(𝑥) = 𝐽𝛽−1(𝑎) + 𝐽𝛽−1𝛼𝛽(𝑥) + 𝐽𝛽−1𝛼(𝑎). (3.16)

I навпаки, нехай (𝑄; ∘) буде груповим iзотопом з канонiчним розкладом

(3.1), що задовольняє рiвнiсть (3.46), тодi

(𝑦 ∘ 𝑥) ∘ 𝜌(𝑥) (3.1)
= 𝛼(𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝑥)) + 𝑎+ 𝛽𝜌(𝑥) =

= 𝛼2(𝑦) + 𝛼(𝑎) + 𝛼𝛽(𝑥) + 𝑎+ 𝛽𝜌(𝑥) =

(3.46)
= 𝑦 + 𝛼(𝑎) + 𝛼𝛽(𝑥) + 𝑎+

+𝛽(𝐽𝛽−1(𝑎) + 𝐽𝛽−1𝛼𝛽(𝑥) + 𝐽𝛽−1𝛼(𝑎))(𝑥) =

= 𝑦 + 𝛼(𝑎) + 𝛼𝛽(𝑥) + 𝑎− 𝑎− 𝛼𝛽(𝑥)− 𝛼(𝑎) = 𝑦.

Отже, груповий iзотоп (𝑄; ∘) має праву властивiсть оборотностi.
2) Нехай груповий iзотоп (𝑄; ∘) — лiва 𝐼𝑃 квазiгрупа з функцiєю

оборотностi 𝜆, тобто виконується рiвнiсть 𝜆(𝑥) ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦. Застосувавши

канонiчний розклад (𝑄; ∘) (3.1), маємо:

𝛼𝜆(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝑦)) = 𝑦, (3.17)

звiдки

𝛽(𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝑦)) = −𝑎− 𝛼𝜆(𝑥) + 𝑦. (3.18)

З Наслiдка 3.1 слiдує, що 𝛽 є автоморфiзмом групи (𝑄; +, 0), тому

𝛽𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑎) + 𝛽2(𝑦) = −𝑎− 𝛼𝜆(𝑥) + 𝑦. (3.19)

Якщо 𝑥 = 𝑦 = 0, отримуємо 𝛽(𝑎) = −𝑎 − 𝛼𝜆(0); якщо 𝑥 = 0, маємо

𝛽(𝑎) + 𝛽2(𝑦) = −𝑎− 𝛼𝜆(0) + 𝑦, тобто 𝛽2 = 𝜄.

Пiдставимо отриманi спiввiдношення в рiвнiсть (3.19):

𝛽𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑎) + 𝑦 = −𝑎− 𝛼𝜆(𝑥) + 𝑦.
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Скоротивши на 𝑦 справа в рiвностi, маємо:

𝛽𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑎) = −𝑎− 𝛼𝜆(𝑥), 𝛼𝜆(𝑥) = −𝛽(𝑎)− 𝛽𝛼(𝑥)− 𝑎.

Таким чином,

𝜆(𝑥) = 𝐽𝛼−1𝛽(𝑎) + 𝐽𝛼−1𝛽𝛼(𝑥) + 𝐽𝛼−1(𝑎). (3.20)

I навпаки, нехай (𝑄; ∘) буде груповим iзотопом з канонiчним розкладом

(3.1) та виконується рiвнiсть (3.20), тодi

𝜆(𝑥) ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) (3.1)
= 𝛼𝜆(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝑦)) =

= 𝛼𝜆(𝑥) + 𝑎+ 𝛽𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑎) + 𝛽2(𝑦) =

(3.20)
= 𝛼(𝐽𝛼−1𝛽(𝑎) + 𝐽𝛼−1𝛽𝛼(𝑥) + 𝐽𝛼−1(𝑎))+

+𝑎+ 𝛽𝛼(𝑥)− 𝑎+ 𝛽2(𝑦) =

= −𝛽(𝑎)− 𝛽𝛼(𝑥)− 𝑎+ 𝑎+ 𝛽𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑎) + 𝛽2(𝑦) = 𝑦.

Отже, груповий iзотоп (𝑄; ∘) має лiву властивiсть оборотностi.
3) Нехай груповий iзотоп (𝑄; ∘) буде середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою з

функцiєю оборотностi 𝜇, тобто тотожнiсть 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝜇(𝑦 ∘ 𝑥) є iстинною.

Застосовуючи канонiчний розклад (𝑄; ∘) (3.1), маємо:

𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝑦) = 𝜇(𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝑥)). (3.21)

Нехай 𝑐 := 𝜇(0) i 𝜃 := 𝐿(−𝑐)𝜇. Додамо елемент −𝑐 до обох частин рiвностi

(3.21):

−𝑐+ 𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝛽𝑦 = 𝐿(−𝑐)𝜇(𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝑥))

це означає таку рiвнiсть

𝑅𝑎𝐿(−𝑐)𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑦) = 𝜃(𝑅𝑎𝛼(𝑦) + 𝛽(𝑥)). (3.22)

Оскiльки 𝜃(0) = 𝐿(−𝑐)𝜇(0) = −𝑐 + 𝜇(0) = −𝑐 + 𝑐 = 0, тодi за наслiдком

3.1 𝜃 є антиавтоморфiзмом (𝑄; +). Отже, 𝜇(𝑥) = 𝜃(𝑥) + 𝑐 є нелiнiйним

перетворенням групи (𝑄; +) а отже(3.21) можна записати в такiй формi

𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝑦) = 𝜃𝛽(𝑥) + 𝜃(𝑎) + 𝜃𝛼(𝑦) + 𝑐. (3.23)



94

Зокрема, для 𝑥 = 𝑦 = 0 отримуємо 𝑎 = 𝜃(𝑎)+𝑐. Для 𝑦 = 0 з рiвностi (3.23)

маємо, що 𝛼 = 𝜃𝛽. Скоротимо на 𝛼𝑥 злiва в рiвностi (3.23), маємо:

𝑎+ 𝛽(𝑦) = 𝜃(𝑎) + 𝜃𝛼(𝑦) + 𝑐 (3.24)

тому що −𝑎 + 𝜃(𝑎) = −𝑐. Потiм, додавши елемент −𝑎 до обох частин

рiвностi (3.24), отримаємо:

𝛽(𝑦) = −𝑐+ 𝜃𝛼(𝑦) + 𝑐 = 𝐼𝑐𝜃𝛼(𝑦),

звiдси 𝛽 = 𝐼𝑐𝜃𝛼. Оскiльки 𝛼 = 𝜃𝛽, то 𝜃2 = 𝐼−1
𝑐 .

I навпаки, нехай (𝑄; ∘) буде груповим iзотопом з канонiчним розкладом

(3.1) i припустимо, що умови (3.12) є iстинними. Тодi

𝜇(𝑦 ∘ 𝑥) = 𝜃(𝑦 ∘ 𝑥) + 𝑐
(3.1)
= 𝜃(𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝑥)) + 𝑐 =

= 𝜃𝛽(𝑥) + 𝜃(𝑎) + 𝜃𝛼(𝑦) + 𝑐 =

= 𝛼(𝑥) + 𝑎− 𝑐+ 𝜃𝛼(𝑦) + 𝑐 =

= 𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝐼𝑐𝜃𝛼(𝑦) =

= 𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝐼𝑐𝜃
2𝛽(𝑦) =

= 𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝑦) = 𝑥 ∘ 𝑦.

Отже, (𝑄; ∘) є середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою. 2

Розглянемо лiнiйнi iзотопи циклiчних груп. Вiдповiдно до теореми 3.4,

кожна iз цих квазiгруп iзоморфна квазiгрупi, операцiя якої є полiномом у

кiльцi (Z𝑚; +) за модулем 𝑚.

Наслiдок 3.6. Нехай (Z𝑚; ∘) — груповий iзотоп з канонiчним

розкладом

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑎𝑥+ 𝑐+ 𝑏𝑦, (3.25)

де 𝑐 є спiльним дiльником 𝑚 i 𝑎+ 𝑏− 1, тодi:

1) (Z𝑚; ∘) буде правою 𝐼𝑃 квазiгрупою з функцiєю оборотностi 𝜌 тодi i

тiльки тодi, коли виконуються такi умови:

𝑎2 = 1, 𝜌(𝑥) = −𝑏−1𝑐− 𝑎𝑥− 𝑎𝑏−1𝑐;
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2) (Z𝑚; ∘) буде лiвою 𝐼𝑃 квазiгрупою з функцiєю оборотностi 𝜆 тодi i

тiльки тодi, коли виконуються такi умови:

𝑏2 = 1, 𝜆(𝑥) = −𝑎−1𝑏𝑐− 𝑏𝑥− 𝑎−1𝑐;

3) (Z𝑚; ∘) буде середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою з функцiєю оборотностi 𝜇 тодi

i тiльки тодi, коли виконуються такi умови:

𝑎2 = 𝑏2, 𝜇(𝑥) = 𝑎−1𝑏𝑥− 𝑎−1𝑏𝑐+ 𝑐.

Доведення. Доведення пункту 1) i 2): 1) Нехай груповий iзотоп

(Z𝑚; ∘) буде правою 𝐼𝑃 квазiгрупою з функцiєю оборотностi 𝜌, тобто

виконується рiвнiсть (𝑦 ∘ 𝑥) ∘ 𝜌(𝑥) = 𝑦. Застосовуючи канонiчний розклад

(Z𝑚; ∘) (3.55), маємо:

𝑎(𝑎𝑦 + 𝑐+ 𝑏𝑥) + 𝑐+ 𝑏𝜌(𝑥) = 𝑦. (3.26)

Оскiльки 𝑎 – автоморфiзм групи (Z𝑚; +), то

𝑎2𝑦 + 𝑎𝑐+ 𝑎𝑏𝑥+ 𝑐+ 𝑏𝜌(𝑥) = 𝑦. (3.27)

Коли 𝑥 = 𝑦 = 0, отримаємо 𝑎𝑐 + 𝑐 + 𝑏𝜌(0) = 0 i коли 𝑥 = 0, маємо

𝑎2𝑦 + 𝑎𝑐+ 𝑐+ 𝑏𝜌0 = 𝑦. Звiдси виходить, що 𝑎2𝑦 = 𝑦. Тобто, 𝑎2 = 𝜄.

Пiдставимо отримане спiввiдношення в (3.27):

𝑦 + 𝑎𝑐+ 𝑎𝑏𝑥+ 𝑐+ 𝑏𝜌(𝑥) = 𝑦.

Скоротивши на 𝑦 злiва в рiвностi, маємо:

𝑎𝑐+ 𝑎𝑏𝑥+ 𝑐+ 𝑏𝜌(𝑥) = 0, 𝑏𝜌(𝑥) = −𝑐− 𝑎𝑏𝑥− 𝑎𝑐.

Отже,

𝜌(𝑥) = −𝑏−1𝑐− 𝑎𝑥− 𝑏−1𝑎𝑐. (3.28)

I навпаки, нехай (Z𝑚; ∘) буде груповим iзотопом з канонiчним
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розкладом (3.55), що задовольняє рiвнiсть (3.28), тодi

(𝑦 ∘ 𝑥) ∘ 𝜌(𝑥) (3.55)
= 𝑎(𝑎𝑦 + 𝑐+ 𝑏𝑥) + 𝑐+ 𝑏𝜌(𝑥) =

= 𝑎2𝑦 + 𝑎𝑐+ 𝑎𝑏𝑥+ 𝑎+ 𝑏𝜌(𝑥) =

(3.28)
= 𝑦 + 𝑎𝑐+ 𝑎𝑏𝑥+ 𝑎+ 𝑏(−𝑏−1𝑎− 𝑏−1𝑎𝑏𝑥− 𝑏−1𝑎𝑐) =

= 𝑦 + 𝑎𝑐+ 𝑎𝑏𝑥+ 𝑐− 𝑐− 𝑎𝑏𝑥− 𝑎𝑐 = 𝑦.

Отже, груповий iзотоп (Z𝑚; ∘) має праву властивiсть оборотностi.
2) Нехай груповий iзотоп (Z𝑚; ∘) — лiва 𝐼𝑃 квазiгрупа з функцiєю

оборотностi 𝜆, тобто виконується рiвнiсть 𝜆(𝑥) ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦. Застосувавши

канонiчний розклад (Z𝑚; ∘) (3.55), маємо:

𝑎𝜆(𝑥) + 𝑐+ 𝑏(𝑎𝑥+ 𝑐+ 𝑏𝑦) = 𝑦, (3.29)

Оскiльки 𝑏 є автоморфiзмом групи (Z𝑚; +), тому

𝑎𝜆(𝑥) + 𝑐+ 𝑏𝑎𝑥+ 𝑏𝑐+ 𝑏2𝑦 = 𝑦. (3.30)

Якщо 𝑥 = 𝑦 = 0, отримуємо 𝑎𝜆(0) + 𝑐 + 𝑏𝑐 = 0; якщо 𝑥 = 0, маємо

𝑎𝜆(0) + 𝑐+ 𝑏𝑐+ 𝑏2𝑦 = 𝑦, тобто 𝑏2𝑦 = 𝑦. А це означає, що 𝑏2 = 𝜄.

Пiдставимо отриманi спiввiдношення в рiвнiсть (3.30): 𝑎𝜆(𝑥)+𝑐+𝑏𝑎𝑥+

𝑏𝑐+ 𝑦 = 𝑦. Скоротивши на 𝑦 справа в рiвностi, маємо:

𝑎𝜆(𝑥) + 𝑐+ 𝑏𝑎𝑥+ 𝑏𝑐 = 0, 𝑎𝜆(𝑥) = −𝑏𝑐− 𝑏𝑎𝑥− 𝑐.

Таким чином,

𝜆(𝑥) = −𝑎−1𝑏𝑐− 𝑎−1𝑏𝑎𝑥− 𝑎−1𝑐. (3.31)

I навпаки, нехай (Z𝑚; ∘) буде груповим iзотопом з канонiчним

розкладом (3.55) та виконується рiвнiсть (3.31), тодi

𝜆(𝑥) ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) (3.55)
= 𝑎𝜆(𝑥) + 𝑐+ 𝑏(𝑎𝑥+ 𝑐+ 𝑏𝑦) =

= 𝑎𝜆(𝑥) + 𝑐+ 𝑏𝑎𝑥+ 𝑏𝑎+ 𝑏2𝑦 =

(3.31)
= 𝑎(−𝑎−1𝑏𝑐− 𝑎−1𝑏𝑎𝑥− 𝑎−1𝑐) + 𝑐+ 𝑏𝑎𝑥− 𝑐+ 𝑏2𝑦 =

= −𝑏𝑐− 𝑏𝑎𝑥− 𝑐+ 𝑐+ 𝑏𝑎𝑥+ 𝑏𝑐+ 𝑏2𝑦 = 𝑦.
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Отже, груповий iзотоп (Z𝑚; ∘) має лiву властивiсть оборотностi.
Доведемо пункт 3). Нехай (Z𝑚; ∘) буде середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою з

функцiєю оборотностi 𝜇. Вiдповiдно до Теореми 3.5, (Z𝑚; ∘) буде середньою
𝐼𝑃 квазiгрупою з функцiєю оборотностi 𝜇 тодi i тiльки тодi, якщо iснує

автоморфiзм 𝑘 такий, що 𝜇(𝑥) = 𝑘𝑥 + 𝑑, 𝑘2 = 1, 𝑎 = 𝑘𝑏, де 𝑑 := −𝑘𝑐 + 𝑐.

Оскiльки 𝑘 = 𝑎𝑏−1, то 𝑘2 = 1 еквiвалентна умовi 𝑎2 = 𝑏2. Тодi функцiя

оборотностi 𝜇 матиме вигляд

𝜇(𝑥) = 𝑘𝑥+ 𝑑 = 𝑘𝑥− 𝑘𝑐+ 𝑐 = 𝑎𝑏−1𝑥− 𝑎𝑏−1𝑐+ 𝑐.

2

Наслiдок 3.7. Якщо квазiгрупа, лiнiйна над скiнченною циклiчною

групою, має лiву та праву властивостi оборотностi, то вона також

має властивiсть середньої оборотностi.

Доведення. Нехай квазiгрупа, лiнiйна над скiнченною циклiчною

групою i нехай має лiву i праву властивостi оборотностi з функцiями 𝜆 та 𝜌.

Ця квазiгрупа є iзоморфною квазiгрупi (𝑄; ∘), яка визначається рiвнiстю

(3.55). Тодi пункти 1) i 2) наслiдку 3.6 означають, що 𝑎2 = 𝑏2. Звiдси згiдно

пункту 3) наслiдку 3.6, 𝜇(𝑥) = 𝑎−1𝑏𝑥 − 𝑎−1𝑏𝑐 + 𝑐 є середньою функцiєю

оборотностi. 2

Приклад 1. Розглянемо квазiгрупу (Z8; ∘), де Z8 — кiльце за модулем

8 i

𝑥 ∘ 𝑦 := 5𝑥+ 4 + 3𝑦.

(Z8; ∘) є лiвою та правою 𝐼𝑃 квазiгрупою з функцiями оборотностi 𝜆(𝑥) =

−3𝑥 та 𝜌(𝑥) = −5𝑥 вiдповiдно.

Перевiримо, чи виконуються рiвностi (3.36) та (1.15):

𝜆(𝑥) ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 5(−3)𝑥+ 4+ 3(5𝑥+ 4+ 3𝑦) = −15𝑥+ 4+ 15𝑥+ 12+ 𝑦 = 𝑦,

(𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝜌(𝑦) = 5(5𝑥+ 4 + 3𝑦) + 4 + 3(−5)𝑦 = 𝑥+ 4 + 15𝑦 + 4− 15𝑦 = 𝑥.

Отже, (Z8; ∘) є лiвою та правою 𝐼𝑃 квазiгрупами з функцiями оборотностi

𝜆 i 𝜌.
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Згiдно наслiдку 3.7 квазiгрупа є середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою та за

наслiдком 3.6 середня функцiя оборотностi 𝜇 є

𝜇(𝑥) = 𝑎−1𝑏𝑥− 𝑎−1𝑏𝑐+ 𝑐 = 5−1 · 3 · 𝑥− 5−1 · 3 · 4 + 4 = 7𝑥+ 4 + 4 = 7𝑥.

Отже, квазiгрупа (Z8; ∘) є лiвою, правою та середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою

з функцiями оборотностi 𝜆(𝑥) = 5𝑥, 𝜌(𝑥) = 3𝑥, 𝜇(𝑥) = 7𝑥.

Теорема 3.6. Нехай (𝑄; ∘) — груповий iзотоп i (3.1) її канонiчний

розклад, тодi:

1) (𝑄; ∘) буде лiво-правою 𝐼𝑃 квазiгрупою з лiвою функцiєю оборотностi

𝜆 та правою функцiєю оборотностi 𝜌 тодi i тiльки тодi,

коли коефiцiєнти 𝛼 i 𝛽 канонiчного розкладу є iнволютивними

автоморфiзмами групи (𝑄; +), i виконуються умови:

𝛼(𝑎) = 𝛽(𝑎) = −𝑎, 𝜆 = 𝛼−1𝐽𝐼𝑎𝛽𝛼, 𝜌 = 𝛽−1𝐽𝐼𝑎𝛼𝛽.

2) (𝑄; ∘) буде лiво-середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою з лiвою функцiєю

оборотностi 𝜆 та середньою функцiєю оборотностi 𝜇 тодi i тiльки

тодi, коли 𝛽 є iнволютивним анти-автоморфiзмом групи (𝑄; +) та

iснує анти-автоморфiзм 𝜃 такий, що

𝛽(𝑎) = −𝑎, 𝜆 = 𝛼−1𝐽𝐼−1
𝑎 𝛽𝛼,

𝜇(𝑥) = 𝜃(𝑥) + 𝑐, 𝜃2 = 𝐼−1
𝑐 , 𝛼 = 𝜃𝛽,

де 𝑐 := −𝜃𝑎+ 𝑎.

3) (𝑄; ∘) буде право-середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою з правою функцiєю

оборотностi 𝜌 та середньою функцiєю оборотностi 𝜇 тодi i тiльки

тодi, коли 𝛼 — iнволютивний автоморфiзм групи (𝑄; +) та iснує

анти-автоморфiзм 𝜃 такий, що

𝛼(𝑎) = −𝑎, 𝜌 = 𝛽−1𝐽𝐼𝑎𝛼𝛽,

𝜇(𝑥) = 𝜃(𝑥) + 𝑐, 𝜃2 = 𝐼−1
𝑐 , 𝛼 = 𝜃𝛽,

де 𝑐 := −𝜃𝑎+ 𝑎.
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Доведення. Доведення того, що квазiгрупа є лiвою та правою 𝐼𝑃

квазiгрупою, означає згiдно теореми 3.4 виконання умов (3.5) та (3.4).

Якщо квазiгрупа є лiвою та середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою згiдно теореми 3.4,

означає виконання умов (3.5) та (3.12). Якщо квазiгрупа є правою та

середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою згiдно теореми 3.4, означає виконання умов (3.4)

та (3.12). 2

Теорема 3.7. Нехай (𝑄; ∘) — груповий iзотоп з канонiчним розкладом

(3.1), тодi (𝑄; ∘) буде лiво-право-середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою з лiвою

функцiєю оборотностi 𝜆, правою функцiєю оборотностi 𝜌 та середньою

функцiєю оборотностi 𝜇 тодi i тiльки тодi, коли виконуються умови

(3.4), (3.5), (3.12).

Доведення. Доведення того, що груповий iзотоп (𝑄; ∘) є лiвою,

правою та середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою згiдно теореми 3.4, означає

виконання умов (3.4), (3.5), (3.12). 2

Нагадаємо, що парастрофно-замкнена напiврешiтка називаєтся

в’язкою.

Теорема 3.8. В’язка многовидiв 𝐼𝑃 -квазiгруп складається з таких

многовидiв:

1) Парастрофна орбiта одностороннiх 𝐼𝑃 -квазiгруп

𝑃𝑜(I) = {I, ℓI, 𝑟I}

2) Парастрофна орбiта двостороннiх 𝐼𝑃 -квазiгруп

𝑃𝑜(V) = {Iℓ𝑟, Iℓ𝑚, I𝑟𝑚}

3) Парастрофна орбiта тристороннiх 𝐼𝑃 -квазiгруп

Iℓ𝑟𝑚 = I ∩ 𝑟I ∩ ℓI.
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Iℓ I𝑟 I𝑚

Iℓ𝑟 Iℓ𝑚 I𝑟𝑚

Iℓ𝑟𝑚

Доведення. Доведення пункту 1) доводиться в Теоремi 2.1; доведення

пункту 2) є таким, як в Теоремах 2.5, 3.6 i доведення пункту 3) є таким,

як в Теоремах 2.6, 3.7. 2

3.1.1. Унiтарнi центральнi квазiгрупи з властивiстю оборотностi

(𝐼𝑃 )

Iзотоп групи назвемо унiтарним, якщо вiн має одноелементну

пiдалгебру. Якщо {0} позначає одноелементну пiдалгебру групового

iзотопа (𝑄; ∘), то цей iзотоп позначатимемо (𝑄; ∘, 0). Iнакше кажучи, 0 є
iдемпотентом для операцiї (∘): 0∘0 = 0. З (3.1) випливає рiвнiсть 𝑎 = 0∘0,
тому має мiсце таке твердження.

Наслiдок 3.8. Груповий iзотоп (𝑄; ∘) має одноелементну пiдалгебру

0 тодi i тiльки тодi, коли в 0-канонiчному розкладi вiльний член дорiвнює

0, тобто канонiчний розклад (3.1) має вигляд:

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥), (3.32)

де 𝛼0 = 0, 𝛽0 = 0.
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Нехай (𝑄; ∙) — довiльний груповий iзотоп з канонiчним розкладом (3.1)

i нехай (𝑄; ∘) — груповий iзотоп, отриманий iз (𝑄; ∙) замiною вiльного

члена нулем, тобто iзотоп, канонiчним розкладом якого є (3.32), тодi

унiтарний груповий iзотоп (𝑄; ∘, 0) назвемо вiдповiдним груповому iзотопу

(𝑄; ∙).
Квазiгрупа (𝑄; ∘) називається:

– лiнiйною, якщо вона є лiнiйним iзотопом групи, тобто в її канонiчному

розкладi (3.1) перетворення 𝛼 i 𝛽 є автоморфiзмами групи (𝑄; +, 0);

– центральною, якщо вона є лiнiйним iзотопом абелевої групи;

– медiальною, якщо виконується тотожнiсть

(𝑥 ∘ 𝑦) ∘ (𝑢 ∘ 𝑣) = (𝑥 ∘ 𝑢) ∘ (𝑦 ∘ 𝑣);

– абелевою, якщо вона медiальна i має одноелементну пiдалгебру,

скажiмо {0}, тобто 0 є її iдемпотентом: 0 ∘ 0 = 0. Таку абелеву

квазiгрупу позначатимемо (𝑄; ∘, 0).

Повна класифiкацiя многовидiв лiнiйних квазiгруп подана в роботi

[103]. У теоремi Брука-Тойоди знайдено канонiчний розклад медiальної

квазiгрупової операцiї, проте ця теорема випливає iз бiльш загального

результату, який отриманий в [104] для медiальних та абелевих

унiверсальних алгебр. Сформулюємо теорему Брука-Тойоди у зручному

виглядi.

Теорема 3.9. [6] Квазiгрупа є медiальною тодi i тiльки тодi, коли

вона центральна i коефiцiєнти канонiчного розкладу комутують.

Умови, коли груповий iзотоп буде 𝐼𝑃 квазiгрупою, 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою

та дзеркальною квазiгрупою, доведенi в теоремi 3.5, виконуються i для

центральних квазiгруп.

Для унiтарної центральної квазiгрупи отримали такий наслiдок.
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Наслiдок 3.9. Нехай (𝑄; ∘, 0) — унiтарна центральна квазiгрупа i

(3.32) її канонiчний розклад, тодi:

1) (𝑄; ∘) є середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою тодi i тiльки тодi, коли iснує

автоморфiзм 𝜃 такий, що 𝛼 = 𝜃𝛽, 𝜃2 = 𝜄. Тодi функцiя оборотностi

𝜇 обчислюється за формулою 𝜇 = 𝜃;

2) (𝑄; ∘) є лiвою 𝐼𝑃 квазiгрупою тодi i тiльки тодi, коли 𝛽 є

iнволютивним автоморфiзмом (𝑄; +). Тодi функцiя оборотностi 𝜆

обчислюється за формулою 𝜆 = 𝐽𝛼−1𝛽𝛼;

3) (𝑄; ∘) є правою 𝐼𝑃 квазiгрупою тодi i тiльки тодi, коли 𝛼

є iнволютивним автоморфiзмом групи (𝑄; +). Тодi функцiя

оборотностi 𝜌 обчислюється за формулою 𝜌 = 𝐽𝛽−1𝛼𝛽.

Доведення. 1) Нехай груповий iзотоп (𝑄; ∘, 0) буде середньою 𝐼𝑃

квазiгрупою з функцiєю оборотностi 𝜇, тобто тотожнiсть 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝜇(𝑦 ∘ 𝑥) є
iстинною. Застосовуючи канонiчний розклад (𝑄; ∘) (3.32), маємо:

𝛼𝑥+ 𝛽𝑦 = 𝜇(𝛼𝑦 + 𝛽𝑥). (3.33)

Нехай 𝜇 = 𝜃, де 𝜃 – автоморфiзм. Вiд того, що 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = 𝜃(𝛼𝑦 + 𝛽𝑥),

випливає, що 𝛼𝑥+ 𝛽𝑦 = 𝜃𝛼𝑦 + 𝜃𝛽𝑥.

Для 𝑥 = 0 отримуємо 𝛽𝑦 = 𝜃𝛼𝑦, тобто 𝛽 = 𝜃𝛼. Для 𝑦 = 0 маємо, що

𝛼 = 𝜃𝛽. Домноживши останню рiвнiсть на 𝜃 злiва, маємо 𝜃2 = 𝜄.

I навпаки, нехай (𝑄; ∘, 0) буде груповим iзотопом з канонiчним

розкладом (3.32) i припустимо, що умови (3.12) є iстинними. Тодi

𝜇(𝑦 ∘ 𝑥) = 𝜃(𝑦 ∘ 𝑥) (3.32)
= 𝜃(𝛼𝑦 + 𝛽𝑥) = 𝜃𝛼𝑦 + 𝜃𝛽𝑥 = 𝛽𝑦 + 𝛼𝑥 = 𝑥 ∘ 𝑦.

Отже, (𝑄; ∘, 0) є середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою.

2) Нехай груповий iзотоп (𝑄; ∘, 0) — лiва 𝐼𝑃 квазiгрупа з функцiєю

оборотностi 𝜆, тобто виконується рiвнiсть 𝜆(𝑥) ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑦. Застосувавши

канонiчний розклад (𝑄; ∘) (3.32), маємо:

𝛼𝜆(𝑥) + 𝛽(𝛼𝑥+ 𝛽𝑦) = 𝑦, (3.34)
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звiдки 𝛽(𝛼𝑥+ 𝛽𝑦) = −𝛼𝜆(𝑥) + 𝑦.

З Наслiдка 3.1 випливає, що 𝛽 є автоморфiзмом групи (𝑄; +, 0), тому

𝛽𝛼𝑥+ 𝛽2𝑦 = −𝛼𝜆(𝑥) + 𝑦. (3.35)

Якщо 𝑥 = 𝑦 = 0, отримуємо −𝛼𝜆(0) = 0; якщо 𝑥 = 0, маємо 𝛽2𝑦 =

−𝛼𝜆(0) + 𝑦, тобто 𝛽2 = 𝜄.

Пiдставимо отриманi спiввiдношення в рiвнiсть (3.35):

𝛽𝛼𝑥+ 𝑦 = −𝛼𝜆(𝑥) + 𝑦.

Скоротивши на 𝑦 справа в рiвностi, маємо: 𝛽𝛼𝑥 = −𝛼𝜆(𝑥), тобто 𝛼𝜆(𝑥) =
−𝛽𝛼𝑥. Таким чином,

𝜆 = 𝐽𝛼−1𝛽𝛼. (3.36)

I навпаки, нехай (𝑄; ∘, 0) буде груповим iзотопом з канонiчним

розкладом (3.32) та виконується рiвнiсть (3.36), тодi

𝜆(𝑥) ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) (3.32)
= 𝛼𝜆(𝑥) + 𝛽(𝛼𝑥+ 𝛽𝑦) = 𝛼𝜆(𝑥) + 𝛽𝛼𝑥+ 𝛽2𝑦 =

(3.36)
= 𝛼(𝐽𝛼−1𝛽𝛼𝑥) + 𝛽𝛼𝑥+ 𝛽2𝑦 = −𝛽𝛼𝑥+ 𝛽𝛼𝑥+ 𝑦 = 𝑦.

Отже, груповий iзотоп (𝑄; ∘, 0) має лiву властивiсть оборотностi.
3) Нехай груповий iзотоп (𝑄; ∘, 0) буде правою 𝐼𝑃 квазiгрупою з

функцiєю оборотностi 𝜌, тобто виконується рiвнiсть (𝑦 ∘ 𝑥) ∘ 𝜌(𝑥) = 𝑦.

Застосовуючи канонiчний розклад (𝑄; ∘, 0) (3.32), маємо:

𝛼(𝛼(𝑦) + 𝛽(𝑥)) + 𝛽𝜌(𝑥) = 𝑦, (3.37)

звiдси, 𝛼(𝛼(𝑦) + 𝛽(𝑥)) = 𝑦 − 𝛽𝜌(𝑥).

З Наслiдка 3.1 випливає, що 𝛼 є автоморфiзмом групи (𝑄; +, 0), тодi

𝛼2(𝑦) + 𝛼𝛽(𝑥) = 𝑦 − 𝛽𝜌(𝑥). (3.38)

Коли 𝑥 = 𝑦 = 0, отримаємо−𝛽𝜌0 = 0 i коли 𝑥 = 0, маємо 𝛼2(𝑦) = 𝑦−𝛽𝜌(0),
тобто 𝛼2 = 𝜄.

Пiдставимо отриманi спiввiдношення в (3.38): 𝑦 + 𝛼𝛽(𝑥) = 𝑦 − 𝛽𝜌(𝑥).
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Скоротивши на 𝑦 злiва в рiвностi, маємо: 𝛼𝛽(𝑥) = −𝛽𝜌(𝑥), тобто,
𝛽𝜌(𝑥) = −𝛼𝛽(𝑥). Отже,

𝜌 = 𝐽𝛽−1𝛼𝛽. (3.39)

I навпаки, нехай (𝑄; ∘, 0) буде груповим iзотопом з канонiчним

розкладом (3.32), що задовольняє рiвнiсть (3.46), тодi

(𝑦 ∘ 𝑥) ∘ 𝜌(𝑥) (3.32)
= 𝛼(𝛼𝑦 + 𝛽𝑥) + 𝛽𝜌(𝑥) = 𝛼2𝑦 + 𝛼𝛽𝑥+ 𝛽𝜌(𝑥) =

(3.39)
= 𝑦 + 𝛼𝛽𝑥+ 𝛽(𝐽𝛽−1𝛼𝛽)𝑥 = 𝑦 + 𝛼𝛽𝑥− 𝛼𝛽𝑥 = 𝑦.

Отже, груповий iзотоп (𝑄; ∘, 0) має праву властивiсть оборотностi. 2

3.1.2. Матричнi квазiгрупи з властивiстю оборотностi (𝐼𝑃 )

Серед центральних квазiгруп особливу роль вiдiграють матричнi

квазiгрупи. Нехай 𝐾 — довiльне комутативне кiльце з одиницею. Бiнарну

операцiю 𝑓 , яка визначена над комутативною групою (𝐾𝑛; +) назвемо:

� матричною, якщо iснують квадратнi матрицi 𝐴, 𝐵 порядку 𝑛 над

кiльцем 𝐾 порядку 𝑚 i �̄� ∈ 𝐾𝑛 такi, що для всiх �̄�, 𝑦 ∈ 𝐾𝑛 виконується

рiвнiсть

𝑓(�̄�, 𝑦) = �̄�𝐴+ 𝑦𝐵 + �̄�. (3.40)

При цьому пару (𝐾𝑛; 𝑓) назвемо матричним групоїдом порядку 𝑚𝑛;

� унiтарно матричною, якщо iснують квадратнi матрицi 𝐴, 𝐵 порядку

𝑛 над кiльцем 𝐾 порядку 𝑚 такi, що для всiх �̄�, 𝑦 ∈ 𝐾𝑛 виконується

рiвнiсть

𝑓(�̄�, 𝑦) = �̄�𝐴+ 𝑦𝐵. (3.41)

При цьому пару (𝐾𝑛; 𝑓) назвемо унiтарним матричним групоїдом

порядку 𝑚𝑛.

Твердження 3.3. Матричний групоїд (𝐾𝑛; 𝑓) є квазiгрупою тодi i

тiльки тодi, коли матрицi 𝐴 i 𝐵 оборотнi.
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Доведення. Оборотнiсть операцiї 𝑓 означає, що кожне з рiвнянь

𝑓(�̄�, �̄�) = 𝑐, 𝑓(�̄�, 𝑦) = 𝑐

має єдиний розв’язок. Вiдповiдно до (3.40) цi рiвняння рiвносильнi

рiвнянням

�̄�𝐴+ �̄�𝐵 + �̄� = 𝑐, �̄�𝐴+ 𝑦𝐵 + �̄� = 𝑐,

тобто

�̄�𝐴 = 𝑐− �̄�𝐵 − �̄�, 𝑦𝐵 = 𝑐− �̄�𝐴− �̄�.

Однозначна розв’язнiсть цих рiвнянь рiвносильна оборотностi матриць 𝐴

i 𝐵. 2

Наслiдок 3.10. [102] Кожна матрична квазiгрупа є центральною.

Теорема 3.10. Нехай (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) унiтарна матрична квазiгрупа i

(3.41) її канонiчний розклад, тодi:

1) (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) є середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою тодi i тiльки тодi, коли iснує

оборотна матриця 𝐶 така, що 𝐶2 = 𝐸, 𝐵 = 𝐴𝐶. Функцiя

оборотностi 𝜇 обчислюється за формулою 𝜇(�̄�) = �̄�𝐶;

2) (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) є лiвою 𝐼𝑃 квазiгрупою тодi i тiльки тодi, коли 𝐵2 = 𝐸.

Функцiя оборотностi 𝜆 обчислюється за формулою 𝜆(�̄�) = −�̄�𝐴𝐵𝐴−1;

3) (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) є правою 𝐼𝑃 квазiгрупою тодi i тiльки тодi, коли 𝐴2 = 𝐸.

Функцiя оборотностi 𝜌 обчислюється за формулою 𝜌(�̄�) = −�̄�𝐵𝐴𝐵−1.

Доведення.

1) Нехай унiтарна матрична квазiгрупа (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) буде середньою 𝐼𝑃

квазiгрупою з функцiєю оборотностi 𝜇, тобто тотожнiсть �̄� ∘ 𝑦 = 𝜇(𝑦 ∘ �̄�) є
iстинною. Застосовуючи канонiчний розклад (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) (3.41), маємо:

�̄�𝐴+ 𝑦 = 𝜇(𝑦𝐴+ �̄�𝐵). (3.42)

Нехай iснує матриця 𝐶 така, що i 𝜇 = 𝐶. Тодi маємо:

�̄�𝐴+ 𝑦𝐵 = 𝐶(𝑦𝐴+ �̄�𝐵), �̄�𝐴+ 𝑦𝐵 = 𝑦𝐴𝐶 + �̄�𝐵𝐶.
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Якщо �̄� = 0 отримуємо 𝑦𝐵 = 𝑦𝐴𝐶. Для 𝑦 = 0 маємо, що �̄�𝐴 = �̄�𝐵𝐶.

Звiдси виходить:

𝐵 = 𝐴𝐶, 𝐴 = 𝐵𝐶.

Якщо домножимо останню рiвнiсть на матрицю 𝐶 справа, то 𝐴𝐶 = 𝐵𝐶2.

Ураховуючи те, що 𝐴𝐶 = 𝐵, маємо 𝐵𝐶2 = 𝐵, тобто 𝐶2 = 𝐸.

I навпаки, нехай (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) буде унiтарною матричною квазiгрупою з

канонiчним розкладом (3.41) i припустимо, що умови 𝐵 = 𝐴𝐶 i 𝐶2 = 𝐸 є

iстинними. Тодi

𝜇(𝑦 ∘ �̄�) (3.41)
= 𝐶(𝑦𝐴+ �̄�𝐵) = 𝑦𝐴𝐶 + �̄�𝐵𝐶 = 𝑦𝐵 + �̄�𝐴 = �̄�𝐴+ 𝑦𝐵 = �̄� ∘ 𝑦.

Отже, (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) є середньою 𝐼𝑃 квазiгрупою.

2) Нехай унiтарна матрична квазiгрупа (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) буде лiвою 𝐼𝑃

квазiгрупою з функцiєю оборотностi 𝜆, тобто виконується рiвнiсть 𝜆(�̄�) ∘
(�̄� ∘ 𝑦) = 𝑦. Застосовуючи канонiчний розклад (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) (3.41), маємо:

𝜆(�̄�)𝐴+ (�̄�𝐴+ 𝑦𝐵)𝐵 = 𝑦, (3.43)

звiдки 𝜆(�̄�)𝐴+ �̄�𝐴𝐵 + 𝑦𝐵2 = 𝑦.

Якщо �̄� = 𝑦 = 0, отримуємо 𝜆(0̄)𝐴 = 0; якщо �̄� = 0, маємо 𝜆(0)𝐴 +

𝑦𝐵2 = 𝑦, тобто 𝑦𝐵2 = 𝑦. Звiдси,

𝐵2 = 𝐸.

Таким чином,

𝜆(�̄�)𝐴+ �̄�𝐴𝐵 + 𝑦 = 𝑦. (3.44)

Скоротивши на 𝑦, маємо: 𝜆(�̄�) = −�̄�𝐴𝐵𝐴−1

I навпаки, нехай (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) буде унiтарною матричною квазiгрупою з

канонiчним розкладом (3.41) та виконується рiвнiсть (3.20), тодi

𝜆(�̄�) ∘ (�̄� ∘ 𝑦) (3.41)
= 𝜆(�̄�)𝐴+ (�̄�𝐴+ 𝑦)𝐵 = 𝜆(�̄�)𝐴+ �̄�𝐴+ 𝑦𝐵2 =

(3.20)
= (−�̄�𝐴𝐵𝐴−1)𝐴+ �̄�𝐴+ 𝑦𝐵2 = −�̄�𝐴+ �̄�𝐴+ 𝑦 = 𝑦.
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Отже, унiтарна матрична квазiгрупа (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) має лiву властивiсть

оборотностi.

3) Нехай унiтарна матрична квазiгрупа (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) буде правою 𝐼𝑃

квазiгрупою з функцiєю оборотностi 𝜌, тобто виконується рiвнiсть (𝑦 ∘ �̄�) ∘
𝜌(�̄�) = 𝑦. Застосовуючи канонiчний розклад (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) (3.41), маємо:

(�̄�𝐴+ 𝑦𝐵)𝐴+ 𝜌(𝑦)𝐵 = �̄�, (3.45)

звiдси, �̄�𝐴2 + 𝑦𝐵𝐴+ 𝜌(𝑦)𝐵 = �̄�.

Коли �̄� = 𝑦 = 0, отримаємо 𝜌(0̄)𝐵 = 0 i коли 𝑦 = 0, маємо �̄�𝐴2+𝜌(0̄)𝐵 =

𝑥, тобто 𝐴2 = 𝐸.

Отже,

𝜌(𝑦) = −𝑦𝐵𝐴𝐵−1. (3.46)

I навпаки, нехай (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) буде унiтарною матричною квазiгрупою з

канонiчним розкладом (3.41), що задовольняє рiвнiсть (3.46), тодi

(𝑦 ∘ �̄�) ∘ 𝜌(�̄�) (3.41)
= (�̄�𝐴+ 𝑦𝐵)𝐴+ 𝜌(𝑦)𝐵 = �̄�𝐴2 + 𝑦𝐵𝐴+ 𝜌(𝑦)𝐵 =

(3.46)
= �̄�𝐴2 + 𝑦𝐵𝐴− 𝑦𝐵𝐴𝐵−1𝐵 = �̄�+ 𝑦𝐵𝐴− 𝑦𝐵𝐴 = �̄�.

Отже, унiтарна матрична квазiгрупа (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) має праву властивiсть

оборотностi. 2

Нагадаємо такий вiдомий факт:

Твердження 3.4. 𝜃 є ендоморфiзмом групи (𝐾𝑛; +) тодi i тiльки

тодi, коли для деякої матрицi А виконується рiвнiсть 𝜃(�̄�) = �̄�𝐴. 𝜃

буде автоморфiзмом тодi i тiльки тодi, коли матриця 𝐴 – оборотна над

кiльцем 𝐾.

Ураховуючи цей факт та теорему 3.5, маємо такий наслiдок:

Наслiдок 3.11. Кiлькiсть 𝐼𝑃 квазiгруп над кiльцем 𝐾 дорiвнює

кiлькостi пар матриць (𝐴,𝐶), де 𝐴 – оборотна матриця над кiльцем

𝐾, а матриця 𝐶 є розв’язком матричного рiвняння 𝑋2 = 𝐸.
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Для того, щоб знайти вигляд односторонньої, двосторонньої матричної

IP квазiгрупи та тристоронньої IР квазiгрупи, потрiбно довести таке

твердження.

Твердження 3.5. Кожна матрична 𝐼𝑃 квазiгрупа над кiльцем 𝐾

має вигляд:

середня 𝐼𝑃 квазiгрупа 𝑓(�̄�, 𝑦) = �̄�𝐴+ 𝑦𝐴𝐶 + �̄�

лiва 𝐼𝑃 квазiгрупа 𝑓(�̄�, 𝑦) = �̄�𝐴+ 𝑦𝐶 + �̄�

права 𝐼𝑃 квазiгрупа 𝑓(�̄�, 𝑦) = �̄�𝐶 + 𝑦𝐴+ �̄�

лiво-середня 𝐼𝑃 квазiгрупа 𝑓(�̄�, 𝑦) = �̄�𝐶1𝐶2 + 𝑦𝐶1 + �̄�

право-середня 𝐼𝑃 квазiгрупа 𝑓(�̄�, 𝑦) = �̄�𝐶1 + 𝑦𝐶1𝐶2 + �̄�

лiво-права 𝐼𝑃 квазiгрупа 𝑓(�̄�, 𝑦) = �̄�𝐶1 + 𝑦𝐶2 + �̄�

тристороння 𝐼𝑃 квазiгрупа 𝑓(�̄�, 𝑦) = �̄�𝐶1 + 𝑦𝐶2 + �̄�, 𝐶1𝐶2 = 𝐶2𝐶1

де 𝐴 — оборотна матриця над кiльцем 𝐾; 𝐶, 𝐶1, 𝐶2 — унiпотентнi

матрицi; �̄� ∈ 𝐾2.

Доведення. Згiдно з рiвнiстю 3.40 та теоремою 3.10 середня, лiва та

права 𝐼𝑃 квазiгрупи матимуть вигляд:

𝑓(�̄�, 𝑦) = �̄�𝐴+𝑦𝐴𝐶+�̄�, 𝑓(�̄�, 𝑦) = �̄�𝐴+𝑦𝐶+�̄�, 𝑓(�̄�, 𝑦) = �̄�𝐶+𝑦𝐴+�̄�

вiдповiдно.

Розглянемо двостороннi 𝐼𝑃 квазiгрупи. Право-середнi: в середнiй IP

лiвий коефiцiєнт має бути унiпотентною матрицею, тому такi квазiгрупи

визначаються рiвностями

𝑓(�̄�, 𝑦) = �̄�𝐶1 + 𝑦𝐶1𝐶2 + �̄�, (3.47)

де 𝐶1, 𝐶2 — унiпотентнi матрицi, тобто вони є розв’язками рiвняння

𝑋2 = 𝐸. Аналогiчно утворюються формули для лiво-середнiх та право-

лiвих IP квазiгруп.

Для визначення тристороннiх квазiгруп розглянемо право-середню IP

квазiгрупу (3.47)



109

де 𝐶1, 𝐶2 — унiпотентнi матрицi. Вона є лiвою IP тодi i тiльки тодi,

коли правий коефiцiєнт є унiпотентною матрицею, тобто (𝐶1𝐶2)
2 = 𝐸.

Помноживши дану рiвнiсть справа на матрицю 𝐶2, а потiм на матрицю 𝐶1,

отримаємо

𝐶1𝐶2 = 𝐶2𝐶1.

Отже, матричнi квазiгрупи з тристоронньою властивiстю IP мають

зазначений вигляд, коли матрицi 𝐶1, 𝐶2 комутують. 2

3.1.3. Матричнi 𝐼𝑃 квазiгрупи 4-го порядку

З теореми 3.10 та наслiдку 3.11 випливає таке твердження.

Твердження 3.6. Для описання центральних середнiх 𝐼𝑃 квазiгруп

(а отже, лiвих i правих 𝐼𝑃 квазiгруп) досить розв’язати матричне

рiвняння

𝑋2 = 𝐸.

Доведення. Згiдно теореми 3.10, щоб описати центральнi середнi (лiвi

i правi) 𝐼𝑃 квазiгрупи, треба знайти матрицi, якi будуть задовольняти

умову 𝐶2 = 𝐸 для середнiх 𝐼𝑃 квазiгруп, 𝐵2 = 𝐸 для лiвих 𝐼𝑃 квазiгруп

та 𝐴2 = 𝐸 для правих 𝐼𝑃 квазiгруп. А це й означає, що треба знайти

розв’язки матричного рiвняння 𝑋2 = 𝐸.

2

Розв’язки цього рiвняння над групою Клейна Z2
2 подано в такiй лемi.

Лема 3.1. Множина 𝑈 всiх розв’язкiв матричного рiвняння 𝑋2 = 𝐸

над множиною квадратних матриць 𝑀2(Z2), де Z2 = {0, 1}, дорiвнює

𝑈 :=

⎧⎨⎩
⎛⎝ 1 1

0 1

⎞⎠ ,

⎛⎝ 0 1

1 0

⎞⎠ ,

⎛⎝ 1 0

0 1

⎞⎠ ,

⎛⎝ 1 0

1 1

⎞⎠⎫⎬⎭ .

Доведення. Нехай 𝐶 :=

⎛⎝ 𝑥 𝑦

𝑢 𝑣

⎞⎠ є розв’язком матричного рiвняння
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𝑋2 = 𝐸. Тобто,

⎛⎝ 𝑥 𝑦

𝑢 𝑣

⎞⎠ ·

⎛⎝ 𝑥 𝑦

𝑢 𝑣

⎞⎠ =

⎛⎝ 1 0

0 1

⎞⎠.

Звiдси маємо таку систему рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥2 + 𝑦𝑢 = 1,

𝑥𝑦 + 𝑦𝑣 = 0,

𝑢𝑥+ 𝑣𝑢 = 0,

𝑦𝑢+ 𝑣2 = 1.

1. Нехай 𝑦 = 1, тому з другого рiвняння маємо, що 𝑣 = 𝑥. Тодi система

рiвносильна рiвнянню

𝑥2 + 𝑦𝑢 = 1. (3.48)

1.1. Нехай 𝑥 = 1, тодi з рiвняння (3.13) маємо, що 𝑦𝑢 = 0. Звiдси,

𝑣 = 1, 𝑢 = 0.

Отже, матриця матиме вигляд:⎛⎝ 1 1

0 1

⎞⎠ .

1.2. Нехай 𝑥 = 0, тодi 𝑣 = 0, а 𝑦𝑢 = 1. Звiдси, 𝑢 = 1. Так, матриця

матиме вигляд: ⎛⎝ 0 1

1 0

⎞⎠ .

2. Нехай 𝑦 = 0, тодi система матиме вигляд:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥2 = 1,

𝑢𝑥+ 𝑣𝑢 = 0,

𝑣2 = 1.

Оскiльки, Z2 — поле, то з першого i третього рiвняння маємо 𝑥 = 1 i 𝑣 = 1,

з другого рiвняння 𝑢 = 0 або 𝑢 = 1. Отже, матрицi матимуть вигляд:⎛⎝ 1 0

0 1

⎞⎠ ,

⎛⎝ 1 0

1 1

⎞⎠ .

Таким чином, отримали множину розв’язкiв 𝑈 . Лема доведена. 2
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Зауважимо, що всi матрицi iз множини 𝑈 теплецевi. Нагадаємо,

що матриця другого порядку над комутативним кiльцем K називається

теплецевою, якщо на дiагоналi елементи однаковi.

Отриманi результати дозволяють обчислювати матричнi квазiгрупи

скiнченного порядку. Для групи Клейна маємо такий наслiдок.

Наслiдок 3.12. Кiлькiсть рiзних матричних 𝐼𝑃 квазiгруп над полем

Z2
2 подано в таблицi:

середня 𝐼𝑃 квазiгрупа 96

лiва 𝐼𝑃 квазiгрупа 96

права 𝐼𝑃 квазiгрупа 96

лiво-середня 𝐼𝑃 квазiгрупа 64

право-середня 𝐼𝑃 квазiгрупа 64

лiво-права 𝐼𝑃 квазiгрупа 64

тристороння 𝐼𝑃 квазiгрупа 40

всього 136

Доведення. Оскiльки група Клейна має 6 автоморфiзмiв, то згiдно

твердження 3.4 та наслiдку 3.11, кiлькiсть одностороннiх 𝐼𝑃 квазiгруп над

групою Клейна Z2
2 буде дорiвнювати 6 · 4 · 4 = 96.

Оскiльки в двостороннiх квазiгрупах 3 незалежних параметра, то їх

кiлькiсть дорiвнює 4 · 4 · 4 = 64. Для визначення тристороннiх матричних

квазiгруп з тристоронньою властивiстю 𝐼𝑃 потрiбно знайти кiлькiсть

комутуючих пар матриць в множинi 𝑈 . Безпосередньою перевiркою

переконуємось, що кожна матриця комутує лише сама з собою та з

одиничною матрицею. Тому маємо 4 пари, в яких матрицi збiгються, тобто

пар виду (𝐶,𝐶), та 6 пар, в яких матрицi рiзнi, тобто пари виду (𝐶,𝐸) i

(𝐸,𝐶), де 𝐶 ̸= 𝐸. Отже, всього 10 пар матриць. Ураховуючи вiльний

член, отримуємо 40 матричних квазiгруп.

Для обчислення всiх рiзних матричних квазiгруп, якi мають одну iз

властивостей IP, скористаємось загальною формулою обчислення кiлькостi
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елементiв в трьох множинах 𝑋, 𝑌 , 𝑍:

|𝑋 ∪ 𝑌 ∪𝑍| = |𝑋|+ |𝑌 |+ |𝑍| − |𝑋 ∩ 𝑌 | − |𝑋 ∩𝑍| − |𝑌 ∩𝑍|+ |𝑋 ∩ 𝑌 ∩𝑍|.

Нехай 𝑋, 𝑌 , 𝑍 — це множини матричних квазiгруп, якi мають властивiсть

вiдповiдно середньої, лiвої та правої IP, тодi

|𝑋 ∪ 𝑌 ∪ 𝑍| = 3 · 96− 3 · 64 + 40 = 136.

2

3.1.4. Матричнi 𝐼𝑃 квазiгрупи 9-го порядку

Розглянемо центральну квазiгрупу 9-го порядку Z2
3. Знайдемо

розв’язки рiвняння 𝑋2 = 𝐸, яке є умовою для того, щоб квазiгрупа була

𝐼𝑃 квазiгрупою.

Лема 3.2. Множина 𝑈 всiх розв’язкiв матричного рiвняння 𝑋2 = 𝐸

над множиною квадратних матриць 𝑀2(Z3), де Z3 = {0, 1, 2}, дорiвнює

𝑈 :=

⎧⎨⎩
⎛⎝ 1 1

0 2

⎞⎠ ,

⎛⎝ 1 2

0 2

⎞⎠ ,

⎛⎝ 2 1

0 1

⎞⎠ ,

⎛⎝ 2 2

0 1

⎞⎠ ,

⎛⎝ 0 1

1 0

⎞⎠ ,⎛⎝ 0 2

2 0

⎞⎠ ,

⎛⎝ 1 0

0 1

⎞⎠ ,

⎛⎝ 1 0

0 2

⎞⎠ ,

⎛⎝ 2 0

0 1

⎞⎠ ,

⎛⎝ 2 0

0 2

⎞⎠ ,⎛⎝ 1 0

1 2

⎞⎠ ,

⎛⎝ 1 0

2 2

⎞⎠ ,

⎛⎝ 2 0

1 1

⎞⎠ ,

⎛⎝ 2 0

2 1

⎞⎠⎫⎬⎭ .

Доведення.

Нехай 𝐶 :=

⎛⎝ 𝑥 𝑦

𝑢 𝑣

⎞⎠ i 𝐶2 = 𝐸, тодi,

⎛⎝ 𝑥 𝑦

𝑢 𝑣

⎞⎠ ·

⎛⎝ 𝑥 𝑦

𝑢 𝑣

⎞⎠ =

⎛⎝ 1 0

0 1

⎞⎠.

Перепишемо цю рiвнiсть у виглядi системи рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥2 + 𝑦𝑢 = 1,

𝑥𝑦 + 𝑦𝑣 = 0,

𝑢𝑥+ 𝑣𝑢 = 0,

𝑦𝑢+ 𝑣2 = 1.
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Розглянемо випадки: 𝑦 ̸= 0 та 𝑦 = 0.

1. Нехай 𝑦 ̸= 0, тобто 𝑦 ∈ {1, 2}, тодi з другого рiвняння системи

випливає, що 𝑣 = −𝑥 = 2𝑥 i система рiвносильна такому рiвнянню

𝑥2 + 𝑦𝑢 = 1.

Розглянемо два випадки: 𝑥 ̸= 0 i 𝑥 = 0.

1.1. Нехай 𝑥 ̸= 0, тобто 𝑥 ∈ {1, 2}, тодi 𝑥2 = 1 i, оскiльки 𝑦 ̸= 0, то

𝑢 = 0. Отже, маємо першi чотири матрицi iз множини 𝑈 :⎛⎝ 1 1

0 2

⎞⎠ ,

⎛⎝ 1 2

0 2

⎞⎠ ,

⎛⎝ 2 1

0 1

⎞⎠ ,

⎛⎝ 2 2

0 1

⎞⎠ .

1.2. Нехай 𝑥 = 0, тодi система має вигляд:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑦𝑢 = 1,

𝑦𝑣 = 0,

𝑣𝑢 = 0,

𝑦𝑢+ 𝑣2 = 1.

З першого рiвняння випливає, що 𝑦 = 𝑢 ∈ {1, 2}, тодi з другого рiвняння
системи маємо 𝑣 = 0. Цим умовам задовольняють двi матрицi:⎛⎝ 0 1

1 0

⎞⎠ ,

⎛⎝ 0 2

2 0

⎞⎠ .

2. Нехай 𝑦 = 0, то система матиме вигляд⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥2 = 1,

𝑢(𝑥+ 𝑣) = 0,

𝑣2 = 1.

З першого i третього рiвняння випливає, що 𝑥, 𝑣 ∈ {1, 2}.
2.1. Якщо 𝑢 = 0, то маємо чотири матрицi:⎛⎝ 1 0

0 1

⎞⎠ ,

⎛⎝ 1 0

0 2

⎞⎠ ,

⎛⎝ 2 0

0 1

⎞⎠ ,

⎛⎝ 2 0

0 2

⎞⎠ .
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2.1. Якщо 𝑢 ̸= 0, то з другого рiвняння маємо 𝑥 = −𝑣 = 2𝑣 i тому цим

умовам задовольняють також чотири матрицi:⎛⎝ 1 0

1 2

⎞⎠ ,

⎛⎝ 1 0

2 2

⎞⎠ ,

⎛⎝ 2 0

1 1

⎞⎠ ,

⎛⎝ 2 0

2 1

⎞⎠ .

2

Отже, кожна матрична 𝐼𝑃 квазiгрупа порядку 32 над кiльцем Z3

збiгається з однiєю iз таких квазiгруп:

𝑓(�̄�, 𝑦) = �̄�𝐴+𝑦𝐴𝐶+�̄�, 𝑓(�̄�, 𝑦) = �̄�𝐴+𝑦𝐶+�̄�, 𝑓(�̄�, 𝑦) = �̄�𝐶+𝑦𝐴+�̄�,

де 𝐶 — матриця з множини 𝑈 (лема 3.2), а 𝐴 — довiльна оборотна мариця.

3.2. Груповi iзотопи з властивiстю схрещеної оборотностi

У [61] груповi iзотопи з властивiстю схрещеної оборотностi були

дослiдженi.

Теорема 3.11. [30] Необхiдною та достатньою умовою для того,

щоб iзотоп (𝑄; ∘) 𝐶𝐼-квазiгрупи (𝑄; ·), причому iзотопiя задається

трiйкою (𝜆, 𝜇, 𝜈) був 𝐶𝐼-квазiгрупою є наступне: iснує пiдстановка 𝐼
′

така, що 𝑇1 = (𝐼−1𝜇𝐼
′
𝜆−1, 𝜈𝜇−1, 𝜆𝜈−1) i 𝑇2 = (𝜈𝜆−1, 𝐼𝜆𝐼

′−1𝜇−1, 𝜇𝜈−1) є

автотопiями квазiгрупи (𝑄; ·).

Теорема 3.12. [30] Якщо довiльний 𝐿𝑃 -iзотоп 𝐶𝐼 квазiгрупи (𝑄; ·)
є 𝐶𝐼-лупою, то квазiгрупа (𝑄; ·) iзотопна деякiй абелевiй групi (𝑄; +),

де 𝑥 · 𝑦 = 𝛼𝑥 + 𝑎 + 𝛽𝑦, а 𝛼, 𝛽 є комутуючими взаємнооберненими

автоморфiзмами групи (𝑄; +).

Теорема 3.13. [69] Лiва лiнiйна квазiгрупа (𝑄; ·) над лупою (𝑄; +),

де 𝑥 · 𝑦 = 𝑎 + 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, буде 𝐶𝐼-квазiгрупою з пiдстановкою 𝛾, де 𝛾0 = 0,

тодi i тiльки тодi, коли 𝑎+𝛼𝑎 = 0, 𝛽 = 𝛼−1, 𝛼3𝑥+𝛾𝑥 = 0 для всiх 𝑥 ∈ 𝑄

i (𝑄; +) — 𝐶𝐼-лупа.

Теорема 3.14. Нехай (𝑄; ∘) буде груповим iзотопом та (3.1) є її

канонiчним розкладом, тодi:
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1) (𝑄; ∘) є середньою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупа з функцiєю оборотностi 𝛾 тодi i

тiльки тодi, якщо 𝛼 є антиавтоморфiзмом (𝑄; +) i

𝛽 = 𝛼−1, 𝛾(𝑥) = −𝛼−2(𝑎)− 𝛼−3(𝑥)− 𝛼−1(𝑎),

2) (𝑄; ∘) є лiвою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупа з функцiєю оборотностi 𝛾 тодi i тiльки

тодi, якщо 𝛼 є антиавтоморфiзмом (𝑄; +) i

𝛽 = 𝐼𝑎𝐽𝛼
2, 𝛾(𝑥) = 𝛼𝛽(𝑥) + 𝛼(𝑎) + 𝑎,

3) (𝑄; ∘) є правою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупа з функцiєю оборотностi 𝛾 тодi i

тiльки тодi, якщо 𝛽 є антиавтоморфiзмом (𝑄; +) i

𝛼 = 𝐼−1
𝑎 𝐽𝛽2, 𝛾(𝑥) = 𝑎+ 𝛽(𝑎) + 𝛽𝛼(𝑥).

Доведення. 1) Нехай груповий iзотоп (𝑄; ∘) буде𝑀𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою,

а саме, виконується тотожнiсть

𝛾(𝑥) ∘ (𝑦 ∘ 𝑥) = 𝑦.

Застосувавши канонiчний розклад (3.1), маємо:

𝛼𝛾(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝑥)) = 𝑦, (3.49)

звiдси,

𝛽(𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝑥)) = −𝑎− 𝛼𝛾(𝑥) + 𝑦.

Твердження 3.1 означає, що 𝛽, 𝛼 є антиавтоморфiзмами групи (𝑄; +, 0)

тодi

𝛽2(𝑥) + 𝛽(𝑎) + 𝛽𝛼(𝑦) = −𝑎− 𝛼𝛾(𝑥) + 𝑦. (3.50)

Коли 𝑥 = 𝑦 = 0, отримуємо 𝛽(𝑎) = −𝑎 − 𝛼𝛾(0), i коли 𝑥 = 0, маємо таку

рiвнiсть 𝛽(𝑎) + 𝛽𝛼(𝑦) = −𝑎− 𝛼𝛾(0) + 𝑦, тобто,

𝛽(𝑎) + 𝛽𝛼(𝑦) = 𝛽(𝑎) + 𝑦.

Скоротимо злiва на 𝛽𝑎 i справа на −𝑎 в першiй та другiй рiвностях

вiдповiдно. Отримали 𝛼𝛽 = 𝛽𝛼 = 𝜄, тобто 𝛽 = 𝛼−1.
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Пiдставляємо отриманi рiвностi в рiвнiсть (3.62):

(𝛼−1)2(𝑥) + 𝛼−1(𝑎) + 𝑦 = −𝑎− 𝛼𝛾(𝑥) + 𝑦.

Скоротивши справа на 𝑦, отримали

𝛼−2(𝑥) + 𝛼−1(𝑎) = −𝑎− 𝛼𝛾(𝑥).

Звiдси,

𝛼𝛾(𝑥) = −𝛼−1(𝑎)− 𝛼−2(𝑥)− 𝑎. (3.51)

Застосуємо до обох частин першої рiвностi (3.63) перетворення 𝛼−1

𝛾(𝑥) = −𝛼−2(𝑎)− 𝛼−3(𝑥)− 𝛼−1(𝑎). (3.52)

I навпаки, нехай (𝑄; ∘) є груповим iзотопом з канонiчним розкладом

(3.1), що задовольняє 𝛾(𝑥) ∘ (𝑦 ∘ 𝑥) = 𝑦:

𝛾(𝑥) ∘ (𝑦 ∘ 𝑥) (3.1)
= 𝛼𝛾(𝑥) + 𝑎+ 𝛼−1(𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛼−1(𝑥)) =

= 𝛼𝛾(𝑥) + 𝑎+ 𝛼−2(𝑥) + 𝛼−1(𝑎) + 𝑦 =

(3.68)
= 𝛼(−𝛼−2(𝑎)− 𝛼−3(𝑥)− 𝛼−1(𝑎))+

+𝑎+ 𝛼−2(𝑥) + 𝛼−1(𝑎) + 𝑦 =

= −𝛼−1(𝑎)− 𝛼−2(𝑥)− 𝑎+ 𝑎+ 𝛼−2(𝑥) + 𝛼−1(𝑎) + 𝑦 = 𝑦.

Отже, груповий iзотоп (𝑄; ∘) буде середньою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою.

2) Нехай груповий iзотоп (𝑄; ∘) буде лiвою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою, тобто

виконується тотожнiсть (𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑥 = 𝛾(𝑦). Застосовуючи канонiчний

розклад (3.1), маємо:

𝛼(𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝑦)) + 𝑎+ 𝛽(𝑥) = 𝛾(𝑦), (3.53)

звiдси,

𝛼(𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝑦)) = 𝛾(𝑦)− 𝛽(𝑥)− 𝑎.

Твердження 3.1 означає, що 𝛼 є антиавтоморфiзмом (𝑄; +, 0) тодi

𝛼𝛽(𝑦) + 𝛼(𝑎) + 𝛼2(𝑥) = 𝛾(𝑦)− 𝛽(𝑥)− 𝑎.
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Коли 𝑥 = 𝑦 = 0, отримуємо, що 𝛼(𝑎) = 𝛾(0) − 𝑎 i якщо 𝑥 = 0, маємо

𝛼𝛽(𝑦) + 𝛼(𝑎) = 𝛾(𝑦)− 𝑎. Отже,

𝛾(𝑦) = 𝛼𝛽(𝑦) + 𝛼(𝑎) + 𝑎.

Пiдставимо отриманi спiввiдношення в останню рiвнiсть:

𝛼𝛽(𝑦) + 𝛼(𝑎) + 𝛼2(𝑥) = 𝛼𝛽(𝑦) + 𝛼(𝑎) + 𝑎− 𝛽(𝑥)− 𝑎.

Скоротивши злiва на 𝛼𝛽(𝑦) + 𝛼(𝑎), маємо

𝛼2(𝑥) = 𝑎− 𝛽(𝑥)− 𝑎.

Тому,

𝛽(𝑥) = −𝑎− 𝛼2(𝑥) + 𝑎, , 𝛽(𝑥) = 𝐼𝑎𝐽𝛼
2(𝑥).

Навпаки, нехай (𝑄; ∘) буде груповим iзотопом з канонiчним розкладом

(3.1), що задовольняє рiвнiсть (𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑥 = 𝛾(𝑦):

(𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑥 (3.1)
= 𝛼(𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝑦)) + 𝑎+ 𝛽(𝑥) =

= 𝛼𝛽(𝑦) + 𝛼(𝑎) + 𝛼2(𝑥) + 𝑎+ 𝐼𝑎𝐽𝛼
2(𝑥) =

= 𝛼𝛽(𝑦) + 𝛼(𝑎) + 𝛼2(𝑥) + 𝑎− 𝑎− 𝛼2(𝑥) + 𝑎 =

= 𝛼𝛽(𝑦) + 𝛼(𝑎) + 𝑎 = 𝛾(𝑦).

Отже, груповий iзотоп (𝑄; ∘) буде лiвою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою.

3) Нехай груповий iзотоп (𝑄; ∘) буде правою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою, тобто

виконується тотожнiсть 𝑦 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝛾(𝑥).

Застосовуючи канонiчний розклад (3.1), маємо:

𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝑦)) = 𝛾(𝑥), (3.54)

звiдси,

𝛽(𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝑦)) = −𝑎− 𝛼𝑦 + 𝛾(𝑥).

Твердження 3.1 означає, що 𝛽 є антиавтоморфiзмом групи (𝑄; +, 0), тодi

then

𝛽2(𝑦) + 𝛽(𝑎) + 𝛽𝛼(𝑥) = −𝑎− 𝛼(𝑦) + 𝛾(𝑥).
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Коли 𝑥 = 𝑦 = 0, отримаємо 𝛽(𝑎) = −𝑎 + 𝛾(0) i коли 𝑦 = 0, маємо 𝛽(𝑎) +

𝛽𝛼(𝑥) = −𝑎+ 𝛾(𝑥), тобто 𝛾(𝑥) = 𝑎+ 𝛽(𝑎) + 𝛽𝛼(𝑥).

Пiдставимо отриманi спiввiдношення в останню рiвнiсть:

𝛽2(𝑦) + 𝛽(𝑎) + 𝛽𝛼(𝑥) = −𝑎− 𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝑎) + 𝛽𝛼(𝑥).

Скоротивши справа на 𝛽(𝑎) + 𝛽𝛼(𝑥), маємо

𝛽2(𝑦) = −𝑎− 𝛼(𝑦) + 𝑎.

Звiдси, 𝛼(𝑦) = 𝑎− 𝛽2(𝑦)− 𝑎, тобто 𝛼(𝑦) = 𝐼−1
𝑎 𝐽𝛽2(𝑦).

Навпаки, нехай (𝑄; ∘) буде груповим iзотопом з канонiчним розкладом

(3.1), що задовольняє рiвнiсть 𝑦 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝛾(𝑥):

𝑦 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) (3.1)
= 𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝑦)) =

= 𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽2(𝑦) + 𝛽(𝑎) + 𝛽𝛼(𝑥) =

= 𝐼−1
𝑎 𝐽𝛽2(𝑦) + 𝑎+ 𝛽2(𝑦) + 𝛽(𝑎) + 𝛽𝛼(𝑥) =

= 𝑎− 𝛽2(𝑦)− 𝑎+ 𝑎+ 𝛽2(𝑦) + 𝛽(𝑎) + 𝛽𝛼(𝑥) =

= 𝑎+ 𝛽(𝑎) + 𝛽𝛼(𝑥) = 𝛾(𝑥).

Отже, груповий iзотоп (𝑄; ∘) буде правою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою. 2

Такi ж умови виконуються i для центральних квазiгруп з властивiстю

схрещеної оборотностi.

Теорема 3.15. Якщо груповий iзотоп має двi властивостi

оборотностi з трьох: 𝐿𝐶𝐼𝑃 , 𝑅𝐶𝐼𝑃 , 𝑀𝐶𝐼𝑃 , тодi вiн також

задовольняє i третю властивiсть оборотностi.

Доведення. Нехай (𝑄; ∘) — груповий iзотоп i (3.1) його канонiчний

розклад.

З теореми 3.14 випливає, що для доведення цiєї теореми досить довести,

що з будь-якої пари рiвностей

𝛽 = 𝐽𝐼𝑎𝛼
2, 𝛼 = 𝐽𝐼−1

𝑎 𝛽2, 𝛽 = 𝛼−1
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випливає третя рiвнiсть.

Нехай виконуються першi двi рiвностi. Пiдставимо першу рiвнiсть в

другу, маємо:

𝛼 = 𝐽𝐼−1
𝑎 𝛽2 = 𝐽𝐼−1

𝑎 (𝐽𝐼𝑎𝛼
2) · (𝐽𝐼𝑎𝛼2) = 𝛼2(𝐽𝐼𝑎)𝛼

2.

Звiдси маємо, 𝛼−1 = 𝐽𝐼𝑎𝛼
2 = 𝛽, тобто третя рiвнiсть виконується.

Нехай виконуються перша та третя рiвностi. Пiдставимо першу

рiвнiсть у третю, тодi отримаємо: 𝛼−1 = 𝐽𝐼𝑎𝛼
2, тобто 𝐽𝐼𝑎 = 𝛼−3.

Отже, 𝐽𝐼−1
𝑎 𝛽2 = 𝐽𝐼−1

𝑎 𝛽 · 𝛽 = 𝐽𝐼−1
𝑎 (𝐽𝐼𝑎𝛼

2)(𝐽𝐼𝑎𝛼
2) = 𝛼2(𝐽𝐼𝑎)𝛼

2 =

= 𝛼2𝛼−3𝛼2 = 𝛼.

Це означає, що виконується друга рiвнiсть.

Нехай виконується друга та третя рiвностi. Пiдставимо третю рiвнiсть

в другу рiвнiсть, отримаємо: 𝛽−1 = 𝐽𝐼−1
𝑎 𝛽2, тобто 𝐽𝐼−1

𝑎 = 𝛽−3.

Тому маємо:

𝐽𝐼𝑎𝛼
2 = 𝐽𝐼𝑎𝛼 · 𝛼 = 𝐽𝐼𝑎(𝐽𝐼

−1
𝑎 𝛽2)(𝐽𝐼−1

𝑎 𝛽2) = 𝛽2(𝐽𝐼−1
𝑎 )𝛽2 = 𝛽2𝛽−3𝛽2 = 𝛽.

Отже, третя рiвнiсть також виконується. Теорему доведено. 2

Теорема 3.16. [91] Нехай 𝑃 (𝑥, 𝑦) = 𝑎+𝑏𝑥+𝑐𝑦 є лiнiйним многочленом

над Z𝑛 такий, що (𝑏, 𝑛) = (𝑐, 𝑛) = 1. 𝑃 (𝑥, 𝑦) є 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою (𝑍𝑛, 𝑃 )

над Z𝑛, якщо 𝑏𝑐 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑛).

У [82] доведено, що кожен лiнiйний iзотоп циклiчної групи iзоморфний

квазiгрупi, визначенiй на кiльцi за модулем m (див. теорему 2). Тому для

𝐶𝐼𝑃 квазiгруп доведено наступний наслiдок.

Наслiдок 3.13. Нехай (Z𝑚; ∘) — груповий iзотоп з канонiчним

розкладом

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑎𝑥+ 𝑐+ 𝑏𝑦, (3.55)

де 𝑐 є спiльним дiльником 𝑚 i 𝑎+ 𝑏− 1, тодi:
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1) (Z𝑚; ∘) буде середньою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою з функцiєю оборотностi 𝛾

тодi i тiльки тодi, коли:

𝑎𝑏 = 1, 𝛾(𝑥) = −𝑎−3𝑥− 𝑎−2𝑐− 𝑎−1𝑐;

2) (Z𝑚; ∘) буде лiвою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою з функцiєю оборотностi 𝛾 тодi i

тiльки тодi, коли:

𝑏 = −𝑎2, 𝛾(𝑥) = 𝑎𝑏𝑥+ 𝑎𝑐+ 𝑐;

3) (Z𝑚; ∘) буде правою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою з функцiєю оборотностi 𝛾 тодi

i тiльки тодi, коли:

𝑎 = −𝑏2, 𝛾(𝑥) = 𝑐+ 𝑏𝑐+ 𝑏𝑎𝑥.

Доведення. 1) Нехай груповий iзотоп (Z𝑚; ∘) буде 𝑀𝐶𝐼𝑃

квазiгрупою, а саме, виконується тотожнiсть 𝛾(𝑥) ∘ (𝑦 ∘ 𝑥) = 𝑦.

Застосувавши канонiчний розклад (3.55), маємо:

𝑎𝛾(𝑥) + 𝑐+ 𝑏(𝑎𝑦 + 𝑐+ 𝑏𝑥) = 𝑦. (3.56)

Оскiльки 𝑏, 𝑎 є елементами кiльця Z𝑚 тодi

𝑎𝛾(𝑥) + 𝑐+ 𝑏𝑎𝑦 + 𝑏𝑐+ 𝑏2𝑥 = 𝑦. (3.57)

Коли 𝑥 = 𝑦 = 0, отримуємо

𝑎𝛾(0) + 𝑐+ 𝑏𝑐 = 0,

i коли 𝑥 = 0, маємо таку рiвнiсть

𝑎𝛾(0) + 𝑐+ 𝑏𝑎𝑦 + 𝑏𝑐 = 𝑦,

тобто, 𝑏𝑎𝑦 = 𝑦. Це означає, що 𝑏𝑎 = 1, тобто 𝑏 = 𝑎−1

Пiдставляємо отриманi рiвностi в рiвнiсть (3.57):

𝑎𝛾(𝑥) = 𝑦 − 𝑏2𝑥− 𝑏𝑐− 𝑦 − 𝑐, 𝑎𝛾(𝑥) = −𝑏2𝑥− 𝑏𝑐− 𝑐.

Звiдси,

𝛾(𝑥) = −𝑏3𝑥− 𝑏2𝑐− 𝑏𝑐. (3.58)
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I навпаки, нехай (Z𝑚; ∘) є груповим iзотопом з канонiчним розкладом

(3.55), що задовольняє 𝛾(𝑥) ∘ (𝑦 ∘ 𝑥) = 𝑦:

𝛾(𝑥) ∘ (𝑦 ∘ 𝑥) (3.55)
= 𝑎𝛾(𝑥) + 𝑐+ 𝑏(𝑎𝑦 + 𝑐+ 𝑏𝑥) =

= 𝑎𝛾(𝑥) + 𝑐+ 𝑏𝑎𝑦 + 𝑏𝑐+ 𝑏2𝑥 =

(3.58)
= 𝑎(−𝑏3𝑥− 𝑏2𝑐− 𝑏𝑐) + 𝑐+ 𝑏2𝑥+ 𝑏𝑐+ 𝑦 =

= −𝑏2𝑥− 𝑏𝑐− 𝑐+ 𝑐+ 𝑏2𝑥+ 𝑏𝑐+ 𝑦 = 𝑦.

Отже, груповий iзотоп (Z𝑚; ∘) буде середньою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою.

2) Нехай груповий iзотоп (Z𝑚; ∘) буде лiвою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою, тобто

виконується тотожнiсть (𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑥 = 𝛾(𝑦). Застосовуючи канонiчний

розклад (3.55), маємо:

𝑎(𝑎𝑥+ 𝑐+ 𝑏𝑦) + 𝑐+ 𝑏𝑥 = 𝛾(𝑦). (3.59)

Оскiльки 𝑏, 𝑎 є елементами кiльця Z𝑚, тодi

𝑎2𝑥+ 𝑎𝑐+ 𝑎𝑏𝑦 + 𝑐+ 𝑏𝑥 = 𝛾(𝑦).

Коли 𝑥 = 𝑦 = 0, отримуємо 𝑎𝑐+𝑐 = 𝛾(0) i якщо 𝑥 = 0, маємо 𝑎𝑐+𝑎𝑏𝑦+𝑐 =

𝛾(𝑦). Тобто,

𝛾(𝑦) = 𝑎𝑏𝑦 + 𝑎𝑐+ 𝑐.

Пiдставимо отриманi спiввiдношення в останню рiвнiсть:

𝑎2𝑥+ 𝑎𝑐+ 𝑎𝑏𝑦 + 𝑐+ 𝑏𝑥 = 𝑎𝑏𝑦 + 𝑎𝑐+ 𝑐.

Звiдси маємо 𝑎2𝑥+ 𝑏𝑥 = 0. Тому, −𝑏𝑥 = 𝑎2𝑥.

Навпаки, нехай (Z𝑚; ∘) буде груповим iзотопом з канонiчним розкладом

(3.55), що задовольняє рiвнiсть (𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑥 = 𝛾(𝑦):

(𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑥 (3.55)
= 𝑎(𝑎𝑥+ 𝑐+ 𝑏𝑦) + 𝑐+ 𝑏𝑥 = 𝑎2𝑥+ 𝑎𝑐+ 𝑎𝑏𝑦 + 𝑐+ 𝑏𝑥 =

= −𝑏𝑥+ 𝑎𝑐+ 𝑎𝑏𝑦 + 𝑐+ 𝑏𝑥 = 𝑎𝑏𝑦 + 𝑎𝑐+ 𝑐 = 𝛾(𝑦).

Отже, груповий iзотоп (Z𝑚; ∘) буде лiвою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою.
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3) Нехай груповий iзотоп (Z𝑚; ∘) буде правою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою, тобто

виконується тотожнiсть 𝑦 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝛾(𝑥).

Застосовуючи канонiчний розклад (3.55), маємо:

𝑎𝑦 + 𝑐+ 𝑏(𝑎𝑥+ 𝑐+ 𝑏𝑦) = 𝛾(𝑥). (3.60)

Оскiльки 𝑏, 𝑎 є елементами кiльця Z𝑚 тодi

𝑎𝑦 + 𝑐+ 𝑏𝑎𝑥+ 𝑏𝑐+ 𝑏2𝑦 = 𝛾(𝑥).

Коли 𝑥 = 𝑦 = 0, отримаємо 𝑐+ 𝑏𝑐 = 𝛾0 i коли 𝑦 = 0, маємо 𝑐+ 𝑏𝑎𝑥+ 𝑏𝑐 =

𝛾(𝑥).

Пiдставимо отриманi спiввiдношення в останню рiвнiсть:

𝑎𝑦 + 𝑐+ 𝑏𝑎𝑥+ 𝑏𝑐+ 𝑏2𝑦 = 𝑐+ 𝑏𝑎𝑥+ 𝑏𝑐.

Звiдси, 𝑎𝑦 + 𝑏2𝑦 = 0, тобто 𝑏2𝑦 = −𝑎𝑦.
Навпаки, нехай (𝑄; ∘) буде груповим iзотопом з канонiчним розкладом

(3.1), що задовольняє рiвнiсть 𝑦 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝛾(𝑥):

𝑦 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) (3.1)
= 𝑎𝑦 + 𝑐+ 𝑏(𝑎𝑥+ 𝑐+ 𝑏𝑦) = 𝑎𝑦 + 𝑐+ 𝑏𝑎𝑥+ 𝑏𝑐+ 𝑏2𝑦 =

= 𝑎𝑦 + 𝑐+ 𝑏𝑎𝑥+ 𝑏𝑐− 𝑎𝑦 = 𝑐+ 𝑏𝑎𝑥+ 𝑏𝑐 = 𝛾(𝑥).

Отже, груповий iзотоп (Z𝑚; ∘) буде правою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою. 2

Твердження 3.7. Парастрофна орбiта многовидiв 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп

з тристоронньою властивiстю оборотностi складається з одного

многовида, який є тотально-симетричним многовидом.

Доведення. Справдi, легко довести, що

𝜎(C ∩ 𝑟C ∩ ℓC) = C ∩ 𝑟C ∩ ℓC,

для всiх 𝜎 ∈ 𝑆3. 2

Твердження 3.8. В’язка многовидiв 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп мiстить такi

многовиди:
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1) Парастрофна орбiта одностороннiх 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп

𝑃𝑜(C) = {C, ℓC, 𝑟C};

2) Парастрофна орбiта тристороннiх 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп

𝑃𝑜(C) = C ∩ 𝑟C ∩ ℓC.

Cℓ C𝑟 C𝑚

Cℓ𝑟𝑚

Доведення. Доведення пункту 1) доводиться в Теоремi 2.1; доведення

пункту 2) є таким, як в Теоремi 3.15. 2

Вiдмiтимо, що властивостi середнiх 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп, якi є лiнiйними

iзотопами циклiчних груп, отриманi в [91].

За даними умовами, знайденими в теоремi 3.14 i наслiдку 3.13 вiдповiднi

приклади квазiгруп з властивiстю схрещеної оборотностi знайдено:

Приклад 1. Квазiгрупа (Z5; ∘) з визначеною на нiй операцiєю ∘ таким
чином:

𝑥 ∘ 𝑦 := 2𝑥+ 2 + 3𝑦,

буде середньою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою та не буде нi лiвою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою, нi

правою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою.

Справдi, вiдповiдно до наслiдка 3.13, (Z5; ∘) буде середньою 𝐶𝐼𝑃

квазiгрупою, оскiльки виконується умова 2 · 3 = 1 в (Z5; ∘).
Але вiдповiдно до наслiдка 3.13, не виконуються умови 22+3 = 4+3 =

2 ̸= 0, 2+32 = 2+4 = 1 ̸= 0, якi визначають лiву та праву 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупи.
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Згiдно з твердженням 3.7, многовид iз властивiстю схрещеної

оборотностi є тотально симетричним. Ми демонструємо цю властивiсть

у такому прикладi.

Приклад 2. Розглянемо квазiгрупу (Z7; ∘) i

𝑥 ∘ 𝑦 := 3𝑥+ 2 + 5𝑦.

За наслiдком 3.13, квазiгрупа (Z7; ∘) належить кожному многовиду

середнiх, лiвих та правих 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп, тому що виконуються вiдповiднi

умови в полi Z7: 3 · 5 = 1, 32 + 5 = 2 + 5 = 0, 3 + 52 = 3 + 4 = 0.

Зауважимо, що при цьому середня, лiва та права функцiї оборотностi

будуть рiзними.

𝛼(𝑥) := 𝑥+ 4, 𝛽(𝑥) := 𝑥+ 1, 𝛾(𝑥) := 𝑥+ 5.

Перевiримо виконання вiдповiдних рiвностей:

(𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝛼(𝑥) = 3(3𝑥+ 2+ 5𝑦) + 2 + 5(𝑥+ 4) = 2𝑥+ 6+ 𝑦 + 2+ 5𝑥+ 6 = 𝑦,

(𝑦 ∘ 𝑥) ∘ 𝑦 = 3(3𝑦 + 2 + 5𝑥) + 2 + 5𝑦 = 2𝑦 + 6 + 𝑥+ 2 + 5𝑦 = 𝑥+ 1 = 𝛽(𝑥),

𝑦 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 3𝑦 + 2 + 5(3𝑥+ 2 + 5𝑦) = 3𝑦 + 2 + 𝑥+ 3 + 4𝑦 = 𝑥+ 5 = 𝛾(𝑥).

Позаяк рiвностi, якi характеризують многовиди 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп

виконуються, то квазiгрупа (Z7; ∘) є тристоронньою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою

та тотально симетричною.

Приклад 3. Розглянемо квазiгрупу (Z9; ∘), де Z9 є кiльцем за модулем

9 i

𝑥 ∘ 𝑦 = 2𝑥+ 3 + 5𝑦.

(Z9; ∘) буде середньою 𝐶𝐼𝑃 -квазiгрупою, 𝛾(𝑥) = 𝑥

Перевiримо виконання рiвностi 𝛾(𝑥) ∘ (𝑦 ∘ 𝑥) = 𝑦. Справдi,

𝛾(𝑥) ∘ (𝑦 ∘ 𝑥) = 2𝑥+ 3 + 5(2𝑦 + 3 + 5𝑥) = 2𝑥+ 3 + 𝑦 + 6 + (−2𝑥) = 𝑦.

Приклад 4. Розглянемо квазiгрупу (Z11; ∘) з канонiчним розкладом

𝑥 ∘ 𝑦 = 3𝑥+ 5 + 4𝑦.
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(Z11; ∘) є 𝐶𝐼𝑃 -квазiгрупою з функцiєю оборотностi 𝛾(𝑥) = 2𝑥−1. Справдi,

𝛾(𝑥) ∘ (𝑦 ∘ 𝑥) = 3(2𝑥− 1) + 5 + 4(3𝑦 + 5 + 4𝑥) = 𝑦.

Квазiгрупа (Z11; ∙) з канонiчним розкладом

𝑥 ∙ 𝑦 = 4𝑥+ 2 + 6𝑦.

(Z11; ∙) є квазiгрупою з властивiстю схрещеної оборотностi з функцiєю

оборотностi 𝛾(𝑥) = 𝑥+ 8. Справдi,

(𝑦 ∙ 𝑥) ∙ 𝑦 = 4(4𝑦 + 2 + 6𝑥) + 2 + 6𝑦 = 5𝑦 + 6 + 𝑥+ 2 + 6𝑦 = 𝑥+ 8 = 𝛾(𝑥).

3.2.1. Унiтарнi центральнi квазiгрупи з властивiстю схрещеної

оборотностi (𝐶𝐼𝑃 )

Для унiтарних центральних квазiгруп з властивiстю схрещеної

оборотностi маємо такий наслiдок.

Наслiдок 3.14. Нехай (𝑄; ∘, 0) — унiтарна центральна квазiгрупа i

(3.32) — її канонiчний розклад, тодi:

1) (𝑄; ∘) є середньою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою тодi i тiльки тодi, коли 𝛽 = 𝛼−1.

Тодi функцiя оборотностi 𝛾 обчислюється за формулою 𝛾 = 𝐽𝛼−3;

2) (𝑄; ∘) є лiвою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою тодi i тiльки тодi, коли 𝛽 = 𝐽𝛼2.

Тодi функцiя оборотностi 𝛾 обчислюється за формулою 𝛾 = 𝛼𝛽;

3) (𝑄; ∘) є правою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою тодi i тiльки тодi, коли 𝛼 = 𝐽𝛽2.

Тодi функцiя оборотностi 𝛾 обчислюється за формулою 𝛾 = 𝛽𝛼.

Доведення. 1) Нехай груповий iзотоп (𝑄; ∘, 0) буде 𝑀𝐶𝐼𝑃

квазiгрупою, а саме, виконується тотожнiсть 𝛾(𝑥) ∘ (𝑦 ∘ 𝑥) = 𝑦.

Застосувавши канонiчний розклад (3.32), маємо:

𝛼𝛾(𝑥) + 𝛽(𝛼(𝑦) + 𝛽(𝑥)) = 𝑦, (3.61)

звiдси, 𝛽(𝛼(𝑦) + 𝛽(𝑥)) = −𝛼𝛾(𝑥) + 𝑦.
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Твердження 3.1 означає, що 𝛽, 𝛼 є антиавтоморфiзмами групи (𝑄; +, 0)

тодi

𝛽2(𝑥) + 𝛽𝛼(𝑦) = −𝛼𝛾(𝑥) + 𝑦. (3.62)

Коли 𝑥 = 𝑦 = 0, отримуємо −𝛼𝛾(0) = 0, i коли 𝑥 = 0, маємо таку рiвнiсть

𝛽𝛼(𝑦) = −𝛼𝛾(0) + 𝑦, тобто, 𝛽𝛼 = 𝜄. Звiдси, 𝛽 = 𝛼−1.

Пiдставляємо отриманi рiвностi в рiвнiсть (3.62):

(𝛼−1)2(𝑥) + 𝑦 = −𝛼𝛾(𝑥) + 𝑦.

Скоротивши справа на 𝑦, отримали 𝛼−2(𝑥) = −𝛼𝛾(𝑥).
Звiдси,

𝛾(𝑥) = −𝛼−3(𝑥). (3.63)

I навпаки, нехай (𝑄; ∘, 0) є груповим iзотопом з канонiчним розкладом

(3.32), що задовольняє 𝛾(𝑥) ∘ (𝑦 ∘ 𝑥) = 𝑦:

𝛾(𝑥) ∘ (𝑦 ∘ 𝑥) (3.32)
= 𝛼𝛾(𝑥) + 𝛼−1(𝛼(𝑦) + 𝛼−1(𝑥)) = 𝛼𝛾(𝑥) + 𝛼−2(𝑥) + 𝑦 =

(3.63)
= 𝛼(−𝛼−3)(𝑥) + 𝛼−2(𝑥) + 𝑦 = −𝛼−2(𝑥) + 𝛼−2(𝑥) + 𝑦 = 𝑦.

Отже, груповий iзотоп (𝑄; ∘) буде середньою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою.

2) Нехай груповий iзотоп (𝑄; ∘) буде лiвою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою, тобто

виконується тотожнiсть (𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑥 = 𝛾(𝑦). Застосовуючи канонiчний

розклад (3.32), маємо:

𝛼(𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑦)) + 𝛽(𝑥) = 𝛾(𝑦), (3.64)

звiдси, 𝛼(𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑦)) = 𝛾(𝑦) − 𝛽(𝑥). Твердження 3.1 означає, що 𝛼 є

антиавтоморфiзмом (𝑄; +, 0) тодi

𝛼𝛽(𝑦) + 𝛼2(𝑥) = 𝛾(𝑦)− 𝛽(𝑥).

Коли 𝑥 = 𝑦 = 0, отримуємо, що 𝛾(0) = 0 i якщо 𝑥 = 0, маємо 𝛼𝛽(𝑦) =

𝛾(𝑦). Отже, 𝛾(𝑦) = 𝛼𝛽(𝑦). Пiдставимо отриманi спiввiдношення в останню

рiвнiсть:

𝛼𝛽(𝑦) + 𝛼2(𝑥) = 𝛼𝛽(𝑦)− 𝛽(𝑥).
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Скоротивши злiва на 𝛼𝛽(𝑦), маємо

𝛼2(𝑥) = −𝛽(𝑥).

Тому, 𝛽(𝑥) = −𝛼2(𝑥), тобто, 𝛽(𝑥) = 𝐽𝛼2(𝑥).

Навпаки, нехай (𝑄; ∘) буде груповим iзотопом з канонiчним розкладом

(3.32), що задовольняє рiвнiсть (𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑥 = 𝛾(𝑦):

(𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑥 (3.32)
= 𝛼(𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑦)) + 𝛽(𝑥) = 𝛼𝛽(𝑦) + 𝛼2(𝑥)− 𝛼2(𝑥) = 𝛼𝛽(𝑦) = 𝛾(𝑦).

Отже, груповий iзотоп (𝑄; ∘) буде лiвою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою.

3) Нехай груповий iзотоп (𝑄; ∘) буде правою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою, тобто

виконується тотожнiсть 𝑦 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝛾(𝑥).

Застосовуючи канонiчний розклад (3.32), маємо:

𝛼𝑦 + 𝛽(𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑦)) = 𝛾(𝑥), (3.65)

звiдси, 𝛽(𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑦)) = −𝛼(𝑦) + 𝛾(𝑥).

Твердження 3.1 означає, що 𝛽 є анти-автоморфiзмом групи (𝑄; +, 0),

тодi

𝛽2(𝑦) + 𝛽𝛼(𝑥) = −𝛼(𝑦) + 𝛾(𝑥).

Коли 𝑥 = 𝑦 = 0, отримаємо 𝛾(0) = 0 i коли 𝑦 = 0, маємо 𝛽𝛼(𝑥) = 𝛾(𝑥),

тобто 𝛾(𝑥) = 𝛽𝛼(𝑥).

Пiдставимо отриманi спiввiдношення в останню рiвнiсть:

𝛽2(𝑦) + 𝛽𝛼(𝑥) = −𝛼(𝑦) + 𝛽𝛼(𝑥).

Скоротивши справа на 𝛽𝛼(𝑥), маємо 𝛽2(𝑦) = −𝑎− 𝛼(𝑦) + 𝑎.

Звiдси, 𝛼(𝑦) = −𝛽2(𝑦), тобто 𝛼(𝑦) = 𝐽𝛽2(𝑦).

Навпаки, нехай (𝑄; ∘) буде груповим iзотопом з канонiчним розкладом

(3.32), що задовольняє рiвнiсть 𝑦 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝛾(𝑥):

𝑦 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦) (3.32)
= 𝛼(𝑦) + 𝛽(𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑦)) = 𝛼(𝑦) + 𝛽2(𝑦) + 𝛽𝛼(𝑥) =

= 𝐽𝛽2(𝑦) + 𝛽2(𝑦) + 𝛽𝛼(𝑥) = 𝛽𝛼(𝑥) = 𝛾(𝑥).

Отже, груповий iзотоп (𝑄; ∘) буде правою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою. 2
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Наслiдок 3.15. [102] Якщо центральна квазiгрупа має середню, лiву

чи праву властивiсть 𝐶𝐼𝑃 , то вона медiальна.

3.2.2. Матричнi квазiгрупи з властивiстю схрещеної оборотностi

(𝐶𝐼𝑃 )

Теорема 3.17. Нехай (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) унiтарна матрична квазiгрупа i

(3.41) її канонiчний розклад, тодi:

1) (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) є середньою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою з тодi i тiльки тодi, коли

𝐵 = 𝐴−1. Тодi функцiя оборотностi 𝛾 обчислюється за формулою

𝛾(�̄�) = −�̄�𝐴−3;

2) (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) є лiвою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою тодi i тiльки тодi, коли 𝐵 = −𝐴2.

Тодi функцiя оборотностi 𝛾 обчислюється за формулою 𝛾(�̄�) = �̄�𝐵𝐴;

3) (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) є правою 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою тодi i тiльки тодi, коли 𝐴 =

−𝐵2. Тодi функцiя оборотностi 𝛾 обчислюється за формулою 𝛾(�̄�) =

�̄�𝐴𝐵.

Доведення. 1) Нехай унiтарна матрична квазiгрупа (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) буде

𝑀𝐶𝐼𝑃 квазiгрупою, а саме, виконується тотожнiсть 𝛾(�̄�) ∘ (𝑦 ∘ �̄�) = 𝑦.

Застосувавши канонiчний розклад (3.41), маємо: 𝛾(�̄�)𝐴+(𝑦𝐴+ �̄�𝐵)𝐵 = 𝑦.

Звiдси,

𝛾(�̄�)𝐴+ 𝑦𝐴𝐵 + �̄�𝐵2 = 𝑦. (3.66)

Коли 𝑥 = 𝑦 = 0, отримуємо 𝛾(0̄) = 0̄, i коли 𝑥 = 0, маємо таку рiвнiсть

𝛾(0̄)𝐴+𝑦𝐴𝐵 = 𝑦. Звiдси, 𝑦𝐴𝐵 = 𝑦, тобто 𝐴𝐵 = 𝐸. Таким чином, 𝐵 = 𝐴−1.

Пiдставимо останню рiвнiсть у рiвнiсть (3.66),

𝛾(�̄�)𝐴+ 𝑦𝐴𝐴−1 + �̄�𝐵2 = 𝑦. (3.67)

А це означає, що 𝛾(�̄�)𝐴 = −�̄�𝐵2, тобто функцiя оборотностi

𝛾(�̄�) = −�̄�𝐵2𝐴−1 = −�̄�𝐵3. (3.68)
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I навпаки, нехай (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) є унiтарною матричною квазiгрупою з

канонiчним розкладом (3.41), що задовольняє рiвнiсть 𝛾(�̄�) ∘ (𝑦 ∘ �̄�) = 𝑦:

𝛾(�̄�) ∘ (𝑦 ∘ �̄�) (3.41)
= 𝛾(�̄�)𝐴+ (𝑦𝐴+ �̄�𝐵)𝐵 = 𝛾(�̄�)𝐴+ 𝑦𝐴𝐵 + �̄�𝐵2 =

(3.68)
= 𝛾(�̄�)𝐴+ 𝑦𝐴𝐴−1 + �̄�𝐴−2 = −�̄�𝐴−3𝐴+ 𝑦 + �̄�𝐴−2 =

= −�̄�𝐴−2 + 𝑦 + �̄�𝐴−2 = 𝑦.

Отже, унiтарна матрична квазiгрупа (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) буде середньою 𝐶𝐼𝑃

квазiгрупою.

2) Нехай унiтарна матрична квазiгрупа (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) буде лiвою 𝐶𝐼𝑃

квазiгрупою, тобто виконується тотожнiсть (�̄�∘𝑦)∘�̄� = 𝛾(𝑦). Застосовуючи

канонiчний розклад (3.41), маємо: (�̄�𝐴+ 𝑦𝐵)𝐴+ �̄�𝐵 = 𝛾(𝑦).

Звiдси, �̄�𝐴2 + 𝑦𝐵𝐴+ �̄�𝐵 = 𝛾(𝑦).

Коли 𝑥 = 𝑦 = 0, отримуємо, що 𝛾(0̄) = 0̄ i якщо 𝑦 = 0, маємо �̄�𝐴2 +

�̄�𝐵 = 0̄. Таким чином, �̄�𝐵 = −�̄�𝐴2, тобто, 𝐵 = −𝐴2. Отже,

𝛾(𝑦) = �̄�𝐴2 + 𝑦𝐵𝐴− �̄�𝐴2 = 𝑦𝐵𝐴 = −𝑦𝐴3. (3.69)

Навпаки, нехай (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) буде унiтарною матричною квазiгрупою з

канонiчним розкладом (3.41), що задовольняє рiвнiсть (�̄� ∘ 𝑦) ∘ �̄� = 𝛾(𝑦):

(�̄� ∘ 𝑦) ∘ �̄� (3.41)
= (�̄�𝐴+ 𝑦𝐵)𝐴+ �̄�𝐵 = �̄�𝐴2 + 𝑦𝐵𝐴+ �̄�𝐵 =

= �̄�𝐴2 + 𝑦𝐵𝐴− �̄�𝐴2 = 𝑦𝐵𝐴 = −𝑦𝐴3 (3.69)
= 𝛾(𝑦).

Отже, унiтарна матрична квазiгрупа (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) буде лiвою 𝐶𝐼𝑃

квазiгрупою.

3) Нехай унiтарна матрична квазiгрупа (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) буде правою 𝐶𝐼𝑃

квазiгрупою, тобто виконується тотожнiсть 𝑦 ∘ (�̄� ∘ 𝑦) = 𝛾(�̄�).

Застосовуючи канонiчний розклад (3.41), маємо: 𝑦𝐴 + (�̄�𝐴 + 𝑦𝐵)𝐵 =

𝛾(�̄�), звiдси, 𝑦𝐴+ �̄�𝐴𝐵 + 𝑦𝐵2 = 𝛾(�̄�)

Коли 𝑥 = 𝑦 = 0, отримаємо 𝛾(0̄) = 0̄ i коли 𝑥 = 0, маємо 𝑦𝐴+ 𝑦𝐵2 = 0̄,

тобто 𝐴 = −𝐵2.
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Звiдси,

𝛾(�̄�) = −𝑦𝐵2 + �̄�𝐴𝐵 + 𝑦𝐵2 = �̄�𝐴𝐵 = −�̄�𝐵3. (3.70)

Навпаки, нехай (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) буде унiтарною матричною квазiгрупою з

канонiчним розкладом (3.41), що задовольняє рiвнiсть 𝑦 ∘ (�̄� ∘ 𝑦) = 𝛾(�̄�):

𝑦 ∘ (�̄� ∘ 𝑦) (3.41)
= 𝑦𝐴+ (�̄�𝐴+ 𝑦𝐵)𝐵 = 𝑦𝐴+ �̄�𝐴𝐵 + 𝑦𝐵2 =

= −𝑦𝐵2 + �̄�𝐴𝐵 + 𝑦𝐵2 = �̄�𝐴𝐵 = −�̄�𝐵3 (3.70)
= 𝛾(𝑦 ∘ (�̄� ∘ 𝑦)).

Отже, унiтарна матрична квазiгрупа (𝐾𝑛; 𝑓, 0̄) буде правою 𝐶𝐼𝑃

квазiгрупою. 2

Ураховуючи твердження 3.4 та теорему 3.14, маємо такий наслiдок:

Наслiдок 3.16. Кiлькiсть 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп над кiльцем 𝐾 дорiвнює

кiлькостi автоморфiзмiв групи (𝐾𝑛; +), тобто кiлькостi оборотних

матриць порядку 𝑛 над кiльцем 𝐾.

3.3. Груповi iзотопи з дзеркальною властивiстю

У [101] парастрофна орбiта многовидiв дзеркальних квазiгруп були

описанi. У цьому пiдроздiлi розглянуто та описано груповi iзотопи з

властивiстю дзеркальностi.

Теорема 3.18. Нехай (𝑄; ·) — груповий iзотоп i (3.1) її канонiчний

розклад, тодi:

1) (𝑄; ·) є середньою дзеркальною квазiгрупою з функцiєю оборотностi

𝜑 тодi i тiльки тодi, коли (𝑄; ·) є комутативною, (𝑄; +) є aбелевою

групою та виконуються умови: 𝛽 = 𝛼, 𝜑 = 𝜄,

2) (𝑄; ·) є лiвою дзеркальною квазiгрупою з функцiєю оборотностi 𝜑

тодi i тiльки тодi, коли (𝑄; ·) є лiво-симетричною, (𝑄; +) є aбелевою

групою та виконуються умови: 𝛽 = −𝜄, 𝜑 = 𝜄,
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3) (𝑄; ·) є правою дзеркальною квазiгрупою з функцiєю оборотностi

𝜑 тодi i тiльки тодi, коли (𝑄; ·) is право-симетричною, (𝑄; +) є

aбелевою групою та виконуються умови: 𝛼 = −𝜄, 𝜑 = 𝜄.

Доведення. 1) Нехай груповий iзотоп (𝑄; ·) — середня дзеркальна

квазiгрупа, яка визначається тотожнiстю 𝜑(𝑥) · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥. Застосовуючи

канонiчний розклад (𝑄; ·) (3.1), маємо:

𝛼𝜑(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝑦) = 𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝑥). (3.71)

Наслiдок 2 означає, що (𝑄; +) буде aбелевою групою. Якщо 𝑥 = 𝑦 = 0,

отримаємо 𝛼𝜑(0) = 0, якщо 𝑥 = 0, маємо 𝛼𝜑(0) + 𝛽(𝑦) = 𝛼(𝑦), звiдки

𝛽 = 𝛼. Якщо 𝑦 = 0, маємо 𝛼𝜑(𝑥) + 𝑎 = 𝑎+ 𝛽(𝑥), отже 𝛼𝜑(𝑥) = 𝛽(𝑥), тобто

𝜑 = 𝜄.

Згiдно теореми 3, (𝑄; ·) є комутативною квазiгрупою.

Навпаки, нехай (𝑄; ·) — груповий iзотоп з канонiчним розкладом (3.1),

який задовольняє рiвнiсть 𝜑(𝑥) · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥:

𝜑(𝑥) · 𝑦 (3.1)
= 𝛼𝜑(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝑦) = 𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝛼(𝑦) = 𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝑥) = 𝑦 · 𝑥.

Отже, груповий iзотоп (𝑄; ·) буде середньою дзеркальною квазiгрупою.

2) Нехай груповий iзотоп (𝑄; ·) — лiва дзеркальна квазiгрупа, тобто

виконується рiвнiсть 𝑦 ·𝑦𝑥 = 𝜑(𝑥). Застосовуючи канонiчний розклад (3.1),

маємо:

𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝑥)) = 𝜑(𝑥). (3.72)

Замiнивши 𝛼(𝑦) + 𝑎 на 𝑦, отримаємо

𝑦 + 𝛽(𝑦 + 𝛽(𝑥)) = 𝜑(𝑥), 𝛽(𝑦 + 𝛽(𝑥)) = −𝑦 + 𝜑(𝑥).

З Твердження 3.1 випливає, що 𝛽 є автоморфiзмом групи (𝑄; +, 0). Якщо

𝑥 = 0, маємо 𝛽(𝑦) = −𝑦, тобто, 𝛽 = −𝜄.
Оскiльки 𝛼 є автоморфiзмом та антиавтоморфiзмом, то група (𝑄; +) є

aбелевою групою.
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Отже, 𝜑(𝑥) = 𝛽2(𝑥) = 𝑥. Згiдно теореми 4, якщо 𝜑 = 𝜄, то (𝑄; ·) є
лiво-симетричною квазiгрупою.

I навпаки, нехай (𝑄; ·) — груповий iзотоп з канонiчним розкладом (3.1),

який задовольняє рiвнiсть 𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝜑(𝑥):

𝑦 · (𝑦 · 𝑥) (3.1)
= 𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝑥)) = 𝛼(𝑦) + 𝑎+ 𝛽𝛼(𝑦) + 𝛽(𝑎) + 𝛽2(𝑥) =

= 𝛼(𝑦) + 𝑎− 𝛼(𝑦)− 𝑎+ 𝑥 = 𝑥 = 𝜑(𝑥).

Отже, груповий iзотоп (𝑄; ·) буде лiвою дзеркальною квазiгрупою.

3) Нехай груповий iзотоп (𝑄; ·) — права дзеркальна квазiгрупа, тобто

виконується рiвнiсть 𝑥𝑦 ·𝑦 = 𝜑(𝑥). Застосовуючи канонiчний розклад (𝑄; ·)
(3.1), отримаємо:

𝛼(𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝑦)) + 𝑎+ 𝛽(𝑦) = 𝜑(𝑥). (3.73)

Замiнюючи 𝑎+ 𝛽𝑦 на 𝑦:

𝛼(𝛼(𝑥) + 𝑦) + 𝑦 = 𝜑(𝑥), 𝛼(𝛼(𝑥) + 𝑦) = 𝜑(𝑥)− 𝑦.

З Твердження 3.1 випливає, що 𝛼 є автоморфiзмом (𝑄; +, 0). Коли

𝑥 = 0, маємо 𝛼(𝑦) = −𝑦, тобто 𝛼 = −𝜄.
Отже, 𝜑(𝑥) = 𝛼2(𝑥) = 𝑥. Згiдно Теореми 4, якщо 𝜑 = 𝜄, тодi (𝑄; ·) є

право-симетричною квазiгрупою.

I навпаки, нехай (𝑄; ·) — груповий iзотоп з канонiчним розкладом (3.1),

що задовольняє рiвнiсть (𝑥 · 𝑦) · 𝑦 = 𝜑(𝑥):

(𝑥 · 𝑦) · 𝑦 (3.1)
= 𝛼(𝛼(𝑥) + 𝑎+ 𝛽(𝑦)) + 𝑎+ 𝛽(𝑦) = 𝛼2(𝑥) + 𝛼(𝑎) + 𝛼𝛽(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝑦) =

= 𝑥− 𝑎− 𝛽(𝑦) + 𝑎+ 𝛽(𝑦) = 𝑥 = 𝜑(𝑥).

Отже, груповий iзотоп (𝑄; ·) буде правою дзеркальною квазiгрупою. 2

Приклади.

Розглянемо приклади середньої, лiвої та правої дзеркальних квазiгруп:

1) квазiгрупа (Z7; ·) з заданою на нiй операцiєю (·):

𝑥 · 𝑦 = 4𝑥+ 2 + 4𝑦
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над полем Z7, належить многовиду середнiх дзеркальних квазiгрупM,

тому що виконується умова 𝛼 = 𝛽 = 4;

2) квазiгрупа (Z5; *) з заданою на нiй операцiєю (*):

𝑥 * 𝑦 = 5𝑥+ 3 + 4𝑦

над полем Z5, належить многовиду лiвих дзеркальних квазiгруп ℓM,

оскiльки виконується умова 𝛽 = 4 = −𝜄;

3) квазiгрупа (Z9; ∘) з заданою на нiй операцiєю (∘):

𝑥 ∘ 𝑦 = 8𝑥+ 1 + 3𝑦

над кiльцем Z9, належить многовиду правих дзеркальних квазiгруп

𝑟M та виконується умова 𝛽 = 4 = −𝜄.

Коли груповий iзотоп має властивiсть дзеркальностi, дослiджено

в працi [61]. I як висновок з отриманих результатiв можемо

переформулювати таку теорему.

Теорема 3.19. [61] Нехай (𝑄; ∘) — центральна квазiгрупа i (3.1) —

її канонiчний розклад, тодi:

1) (𝑄; ∘) є середньою дзеркальною квазiгрупою тодi i тiльки тодi, коли

вона комутативна;

2) (𝑄; ∘) є лiвою дзеркальною квазiгрупою тодi i тiльки тодi, коли лiво-

симетрична;

3) (𝑄; ∘) є правою дзеркальною квазiгрупою тодi i тiльки тодi, коли вона

право-симетрична.

Доведення: 1) якщо центральна квазiгрупа (𝑄; ∘) є середньою

дзеркальною квазiгрупою, то вiдповiдно до теореми 3.19, (𝑄; +) є aбелевою

групою та виконується умова 𝛽 = 𝛼. А це означає згiдно теореми 3.3, що

(𝑄; ∘) є комутативною квазiгрупою;
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2) якщо центральна квазiгрупа (𝑄; ∘) є лiвою дзеркальною квазiгрупою,

то вiдповiдно до теореми 3.19, (𝑄; +) є aбелевою групою та виконується

умова 𝛽 = −𝜄. А це означає згiдно теореми 3.3, що (𝑄; ∘) є лiво-

симетричною квазiгрупою;

3) якщо центральна квазiгрупа (𝑄; ∘) є правою дзеркальною

квазiгрупою, то вiдповiдно до теореми 3.19, (𝑄; +) є aбелевою групою та

виконується умова 𝛼 = −𝜄. А це означає, згiдно теореми 3.3, що (𝑄; ∘) є
право-симетричною квазiгрупою. Теорему доведено. 2

Отже, центральна квазiгрупа з властивiстю дзеркальностi є

центральною квазiгрупою з вiдповiдною властивiстю 𝐼𝑃 .

З теореми 3.19 випливає такий наслiдок:

Наслiдок 3.17. Якщо груповий iзотоп має двi властивостi

оборотностi iз трьох: лiву дзеркальнiсть, праву дзеркальнiсть, середню

дзеркальнiсть, тодi вiн задовольняє також i третю властивiсть.

Доведення. Нехай (𝑄; ∘) — груповий iзотоп i (3.1) його канонiчний

розклад. Припустимо, що груповий iзотоп має лiву i праву властивостi

дзеркальностi, тому виконуються умови: 𝛽 = −𝜄 та 𝛼 = −𝜄. А це означає,

що 𝛼 = 𝛽, тобто груповий iзотоп вiдповiдно до теореми 3.19 має середню

властивiсть дзеркальностi.

Припустимо, що груповий iзотоп має лiву i середню властивостi

дзеркальностi, тому виконуються умови: 𝛽 = −𝜄 та 𝛼 = 𝛽. Звiдси

випливає, що 𝛼 = −𝜄, тобто груповий iзотоп вiдповiдно до теореми 3.19

має праву властивiсть дзеркальностi.

Нехай груповий iзотоп має праву i середню властивостi дзеркальностi,

тому виконуються умови: 𝛼 = −𝜄 та 𝛼 = 𝛽. А це означає, що 𝛽 = −𝜄,
тобто груповий iзотоп вiдповiдно до теореми 3.19 має лiву властивiсть

дзеркальностi. Наслiдок доведено. 2

Твердження 3.9. В’язка многовидiв дзеркальних квазiгруп

складається з таких многовидiв:
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1) Парастрофна орбiта одностороннiх дзеркальних квазiгруп

𝑃𝑜(M) = {M, ℓM, 𝑟M};

2) Парастрофна орбiта тристороннiх дзеркальних квазiгруп

𝑃𝑜(M) = M ∩ 𝑟M ∩ ℓM.

Mℓ M𝑟 M𝑚

Mℓ𝑟𝑚

Доведення. Доведення пункту 1) доводиться в Теоремi 2.1; доведення

пункту 2) є таким, як в Наслiдку 3.17. 2

3.4. Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi дослiджуються груповi iзотопи з властивостями

оборотностi, а саме:

— знайдено необхiднi та достатнi умови, коли груповий iзотоп матиме

властивiсть 𝐼𝑃 ;

— знайдено необхiднi та достатнi умови, коли груповий iзотоп матиме

властивiсть схрещеної оборотностi;

— знайдено необхiднi та достатнi умови, коли груповий iзотоп матиме

властивiсть дзеркальностi;

— побудовано в’язку групових iзотопiв 𝐼𝑃 квазiгруп;

— побудовано в’язку групових iзотопiв квазiгруп з властивiстю схрещеної

оборотностi;
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— побудовано в’язку групових iзотопiв дзеркальних квазiгруп;

— описано матричнi 𝐼𝑃 квазiгрупи та 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупи;

— знайдено класифiкацiю групових iзотопiв вiдповiдно до їх властивостей

оборотностi, яка представлена в такiй таблицi:

Многовид Груповий Умови її

iзотоп (𝑄; ·) канонiчного розкладу (3.1)

I 𝑀𝐼𝑃 𝛼 = 𝜃𝛽, 𝜇(𝑥) = 𝜃𝑥− 𝜃𝑎+ 𝑎,

𝜃2 = 𝐼−1
𝑐 , 𝑐 := −𝜃𝑎+ 𝑎

ℓI 𝐿𝐼𝑃 𝛽2 = 𝜄,

𝜆(𝑥) = 𝐽𝛼−1𝛽𝑎+ 𝐽𝛼−1𝛽𝛼𝑥+ 𝐽𝛼−1𝑎

𝑟I 𝑅𝐼𝑃 𝛼2 = 𝜄,

𝜌(𝑥) = 𝐽𝛽−1𝑎+ 𝐽𝛽−1𝛼𝛽𝑥+ 𝐽𝛽−1𝛼𝑎

C 𝑀𝐶𝐼𝑃 𝛽 = 𝛼−1, 𝛾(𝑥) = −𝛼−2𝑎− 𝛼−3𝑥− 𝛼−1𝑎,

ℓC 𝐿𝐶𝐼𝑃 𝛽 = 𝐼𝑎𝐽𝛼
2, 𝛾(𝑥) = 𝛼𝛽𝑥+ 𝛼𝑎+ 𝑎

𝑟C 𝑅𝐶𝐼𝑃 𝛼 = 𝐼−1
𝑎 𝐽𝛽2, 𝛾(𝑥) = 𝑎+ 𝛽𝑎+ 𝛽𝛼𝑥

M 𝑀𝑀𝑃 (𝑄; +) — абелева група

𝛽 = 𝛼, 𝜑 = 𝜄,

ℓM 𝐿𝑀𝑃 (𝑄; +) — абелева група

𝛽 = −𝜄 (𝛽 = 𝐼𝑎𝐽), 𝜑 = 𝜄,

𝑟M 𝑅𝑀𝑃 (𝑄; +) абелева група

𝛼 = −𝜄 (𝛼 = 𝐼−1
𝑎 𝐽), 𝜑 = 𝜄

Результати роздiлу опублiкованi в працях [61], [66], [1].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота має теоретичний характер i присвячена вивченню

квазiгруп з властивостями оборотностi, вiдповiдних тотожностей та

многовидiв, якi визначаються ними. Результати нашого дослiдження

є продовженням наукових розвiдок В. Бiлоусова, Ф. Сохацького, В.

Щербакова, А. Кiдвела, Р. Арцi, Б. Карклiн та В. Kарклiнш, Р. Баєра

та iнших.

Проаналiзовано множини трансляцiй, введено поняття напрямку

трансляцiї та напрямку множини трансляцiй. Розглянуто всi можливi

рiвностi множин трансляцiй рiзних напрямкiв i систематизовано їх,

скориставшись законами парастрофної симетрiї.

Систематизовано класи квазiгруп з властивостями оборотностi у

вiдповiдностi до рiвностей множин трансляцiй. Доведено, що таких класiв

є дев’ять, три з яких вiдомi — це клас лiвих 𝐼𝑃 , правих 𝐼𝑃 квазiгруп та клас

𝐶𝐼𝑃 квазiгруп. Цi дев’ять класiв розподiленi на три парастрофнi орбiти по

три многовиди в кожнiй. Введено поняття середньої 𝐼𝑃 квазiгрупи; лiвої i

правої 𝐶𝐼𝑃 квазiгруп; лiвої, правої i середньої дзеркальних квазiгруп.

Доведено, що всi отриманi класи є многовидами, знайдено вiдповiднi

тотожностi, якi їх характеризують та для кожного многовида знайдено

явний вигляд функцiї оборотностi.

Дано повну класифiкацiю групових iзотопiв за отриманими

властивостями оборотностi, тобто знайдено необхiднi i достатнi умови, за

яких груповий iзотоп матиме властивiсть оборотностi (𝐼𝑃 ), схрещеної

оборотностi (𝐶𝐼𝑃 ) та дзеркальностi (𝑀𝑃 ). Побудовано вiдповiднi

напiврешiтки групових iзотопiв з властивостями оборотностi.

Описано матричнi 𝐼𝑃 квазiгрупи та 𝐶𝐼𝑃 квазiгрупи, дослiджено

матричнi 𝐼𝑃 квазiгрупи 4-го та 9-го порядкiв, зокрема знайдено кiлькiсну

характеристику матричних 𝐼𝑃 квазiгруп 4-го порядку.
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Здобутi у дисертацiї результати можуть бути застосованими в алгебрi,

топологiї, геометрiї, математичному аналiзi, дискретнiй математицi тощо, а

також для подальших дослiджень в теорiї квазiгруп i функцiйних рiвнянь.

При подальших дослiдженнях можна застосовувати закони

парастрофної симетрiї й отриманi в дисертацiї методи вивчення до

класифiкацiї квазiгруп з властивостями оборотностi, якi не визначаються

рiвностями множин трансляцiй. А саме, знаходження парастрофних

орбiт, побудови напiвграток квазiгруп з властивостями оборотностi та їх

застосувань тощо.
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математики iменi академiка Я. С. Пiдстригача “Пiдстригачiвськi

читання – 2021” (м. Львiв, 26–28 травня 2021 р.);

8. Наукова конференцiя професорсько-викладацького складу, наукових

працiвникiв i здобувачiв наукового ступеня за пiдсумками науково-

дослiдної роботи "Фестиваль науки-2021", Донецький нацiональний

унiверситет iменi Василя Стуса, (Вiнниця, 2021);

9. Мiжнародна конференцiя молодих математикiв, Iнститут математики

НАН України (Київ, 3–5 липня 2021 р.);

10. XIII Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi, Нацiональний

унiверситет iменi Тараса Шевченка (Київ, 6–9 липня 2021 р.).

11. The 29th conference on applied and industrial mathematics dedicated to

the memory of Academician Mitrofan M. Cioban. P. 163–165 (Chisinau,

Republic of Moldova, August 25-27, 2022)
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