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НАИМЕНЬШАЯ ТРИПРЯМОУГОЛЬНАЯ КОНГРУЭНЦИЯ НА
СВОБОДНОМ ТРИОИДЕ

Юл. В. Жучок

Луганский национальный университет имени Тараса Шевченко
площадь Гоголя, 1, Старобельск, 92703, Украина yulia.mih@mail.ru

Ж.-Л. Лодэ и М.О. Ронко [1] ввели понятие триоида. Непустое множество T , снабженное
тремя бинарными ассоциативными операциями ⊣, ⊢ и ⊥, удовлетворяющими следующие
аксиомы: (x ⊣ y) ⊣ z = x ⊣ (y ⊢ z), (x ⊢ y) ⊣ z = x ⊢ (y ⊣ z), (x ⊣ y) ⊢ z = x ⊢ (y ⊢ z),
(x ⊣ y) ⊣ z = x ⊣ (y ⊥ z), (x ⊥ y) ⊣ z = x ⊥ (y ⊣ z), (x ⊣ y) ⊥ z = x ⊥ (y ⊢ z),
(x ⊢ y) ⊥ z = x ⊢ (y ⊥ z), (x ⊥ y) ⊢ z = x ⊢ (y ⊢ z) для всех x, y, z ∈ T, называется
триоидом. Если операции ⊢ и ⊥ совпадают, то триоид превращается в димоноид [2, 3]. Если
же операции ⊣, ⊢ и ⊥ совпадают, то триоид превращается в полугруппу. Таким образом,
каждый димоноид и каждая полугруппа могут рассматриваться как триоиды. Примеры
триоидов можно найти в [4, 5].

Триоид (T,⊣,⊢,⊥) будем называть прямоугольным триоидом или прямоугольной трисвяз-
кой, если полугруппы (T,⊣), (T,⊢) и (T,⊥) являются прямоугольными связками. Класс
всех прямоугольных триоидов является подмногообразием многообразия триоидов. Если ρ —
конгруэнция на триоиде (T,⊣,⊢,⊥) такая, что (T,⊣,⊢,⊥)/ρ есть прямоугольный триоид, то
будем говорить, что ρ — трипрямоугольная конгруэнция.

Рассмотрим конструкцию свободного триоида.
Пусть Y — произвольное непустое множество, Y = {x |x ∈ Y }, X = Y ∪ Y и F [X] —

свободная полугруппа на X. Пусть далее P ⊂ F [X] — подполугруппа, которая содержит
слова w, в запись которых элемент x (x ∈ Y ) входит как минимум один раз. Для каждого
w ∈ P через w̃ обозначим слово, полученное из w заменой всех букв x (x ∈ Y ) на x.

На множестве P определим операции ⊣, ⊢ и ⊥ по правилам:

w ⊣ u = wũ, w ⊢ u = w̃u, w ⊥ u = wu

для всех w, u ∈ P . Алгебру (P,⊣,⊢,⊥) обозначим через Frt(Y ).
Предложение. Frt(Y ) — свободный триоид.
Доказательство этого предложения совпадает с доказательством предложения 1.9 из [1],

полученным для свободного триоида ранга 1.
Пусть далее ω ∈ F [X] и w ∈ Frt(Y ). Через ω(0) (соответственно, ω(1)) обозначим первую

(соответственно, последнюю) букву слова ω. Положим u— начальное (соответственно, конеч-
ное) подслово слова w минимальной длины такое, что u(1) ∈ Y (соответственно, u(0) ∈ Y ). В
этом случае ũ(1) (соответственно, ũ(0)) будем обозначать через w[0] (соответственно, w[1]).

Определим отношение γ на множестве Frt(Y ), полагая

w1 γw2 ⇔ (w̃1
(0), w

[0]
1 , w

[1]
1 , w̃1

(1)) = (w̃2
(0), w

[0]
2 , w

[1]
2 , w̃2

(1))

для всех w1, w2 ∈ Frt(Y ).
Следующая теорема характеризует наименьшую трипрямоугольную конгруэнцию на сво-

бодном триоиде Frt(Y ).
Теорема. Отношение γ является наименьшей трипрямоугольной конгруэнцией на сво-

бодном триоиде Frt(Y ).
Кроме этого, в терминах трисвязок подтриоидов [5] описано строение свободных триои-

дов.
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КОНЕЧНЫХ ГРУППАХ

В.И. Зенков

Институт математики и механики УрО РАН
С.Ковалевской 16, 620990 Екатеринбург, Россия

v1i9z52@mail.ru

Пусть G — конечная группа, A — абелева подгруппа и B — нильпотентная подгруппа из
G. Ранее автором [1, теорема 1] было доказано, что для любых абелевых подгрупп A и B из G
минимальные по включению пересечения вида A

∩
Bg, где g ∈ G, лежат в F (G), где F (G) —

подгруппа Фиттинга группы G. Но уже пример симметрической группы G = S4, где A — абе-
лева подгруппа порядка 4, не лежащая в F (G), а B ∈ Syl2(G), показывает, что минимальные
по включению пересечения вида A

∩
Bg лежат в F (G), а если рассмотреть минимальные по

включению пересечения вида B
∩
Ag, то не все они лежат в F (G). Этот пример показывает,

что для рассмотрения минимальных по включению пересечений абелевой и нильпотентной
подгрупп важен порядок, в котором записаны подгруппы. Но существует более сложный
пример (см. пример 5) группы G, в котором даже в случае записи минимальных по включе-
нию пересечений в виде A

∩
Bg не все они лежат в F (G). Однако во всех указанных примерах

существует некоторое минимальное по включению пересечение вида A
∩
Bg, которое лежит

в F (G). Как показывает следующая теорема, это явление имеет место в любой разрешимой
конечной группе.

Теорема. Пусть G — разрешимая конечная группа, A — абелева и B — нильпотентная
подгруппы из G. Тогда в группе G существует элемент g такой, что A

∩
Bg ≤ F (G).

Пример 1. G = E9 h D8 с точным действием D8 на E9. Пример показывает, что осла-
бить условие абелевости группы A в теореме до нильпотентности невозможно с сохранением
заключения, так как при A = B ≃ D8 имеем A

∩
Bg ̸= 1 для любого элемента g из G.

Пример 2. G = Aut(L3(2)). В этой группе при A = B ∈ Syl2(G) имеем A
∩
Bg ̸= 1 для

любого элемента g из G. Таким образом, и в неразрешимых группах условие абелевости A
нельзя ослабить до нильпотентности с сохранением заключения теоремы.

Покажем, что условие нильпотентности подгруппы B также невозможно ослабить до
сверхразрешимости с сохранением заключения теоремы.

Пример 3. Группа G = S3 сверхразрешима. Пусть A ≃ S2 ∈ Syl2(G), B = G. Тогда
A
∩
Bg = A ̸≤ F (G) для любого элемента g из G.
Пример 4. G = A5, A ∈ Syl2(G), B ≃ Z5 hZ2. Тогда A

∩
Bg ̸= 1 для любого элемента g

из G.
Эти примеры показывают, что условия, наложенные в теореме на подгруппы A и B невоз-

можно существенно ослабить как в разрешимом, так и в неразрешимом случае с сохранением
заключения теоремы.

Следующий пример показывает, что в некоторых случаях, рассматриваемых в условиях
теоремы, для абелевой подгруппы A существует подгруппа Bg такая, что A

∩
Bg ̸= 1 —

минимальное по включению пересечение и A
∩
Bg ̸≤ F (G).
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