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On free n-nilpotent trioids
Yul. V. Zhuchok (Starobilsk, Ukraine)

yulia.mih@mail.ru

An element 0 of a trioid (T,⊣,⊢,⊥) (see, e.g., [1, 2]) is called zero, if x ∗ 0 =
0 ∗ x = 0 ∗ 0 = 0 for all x ∈ T and ∗ ∈ {⊣,⊢,⊥}.

As usual, N denotes the set of all positive integers. A trioid (T,⊣,⊢,⊥) with zero
will be called nilpotent, if for some n ∈ N and any xi ∈ T , 1 6 i 6 n + 1, and
∗j ∈ {⊣,⊢,⊥}, 1 6 j 6 n, any parenthesizing of

x1 ∗1 x2 ∗2 . . . ∗n xn+1

gives 0 ∈ T . The least such n we shall call the nilpotency index of (T,⊣,⊢,⊥). For
k ∈ N a nilpotent trioid of nilpotency index 6 k is said to be k-nilpotent.

It is clear that operations of any 1-nilpotent trioid coincide and it is a zero
semigroup.

The class of all n-nilpotent trioids forms a subvariety of the variety of all trioids.
A trioid which is free in the variety of n-nilpotent trioids will be called a free n-
nilpotent trioid.

Let Y be an arbitrary nonempty set, Y = {x | x ∈ Y }, X = Y ∪ Y and F [X]
be the free semigroup on X. For every w ∈ F [X] denote the length of w by lw. Let
further P ⊂ F [X] be the subsemigroup which contains words w with the element
x (x ∈ Y ) occuring in w at least one time. For every w ∈ P denote by w̃ the word
obtained from w by change of all letters x (x ∈ Y ) by x.

Let n ∈ N and Pn ⊂ P be the set which contains words w with the length no
more than n. Define operations ≺,≻ and ↑ on the set Pn ∪ {0} by

w≺u =

{
wũ, lwu≤n,
0, lwu > n,

w≻u =

{
w̃u, lwu≤n,
0, lwu > n,

w↑u =

{
wu, lwu≤n,
0, lwu > n,

w ∗ 0 = 0 ∗ w = 0 ∗ 0 = 0

for all w, u ∈ Pn and ∗ ∈ {≺,≻, ↑}. Denote the algebra (Pn∪{0},≺,≻, ↑) by P 0
n(Y ).

Theorem 1. P 0
n(Y ) is the free n-nilpotent trioid.

In addition, we introduce the notion of a 0-triband of subtrioids and in terms
of 0-tribands of subtrioids describe the structure of free n-nilpotent trioids. We also
characterize the least n-nilpotent congruence on a free trioid and give examples of
nilpotent trioids of nilpotency index 2.
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Тождества и квазитождества унарных алгебр
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Пусть M – многообразие алгебраических систем произвольной сигнатуры Ω
и Tv(M) – эквациональная теория класса M (т.е.совокупность всех тождеств
сигнатуры Ω, истинных на классе M). Подмножество Σ ⊆ Tv(M) называется
базисом тождеств многообразия M, если класс всех алгебраических систем,
на котором истинны все тождества из Σ совпадает с M.

Базис Σ называется независимым, если для любого φ ∈ Σ найдется влгебра-
ическая система A сигнатуры Ω, на которой все тождества из Σ \ {φ} истинны,
а φ – ложно. Аналогично определяется базис тождеств, квазитождеств, анти-
тождеств и других формул.

В 1935 г. Г. Биркгоф доказал [1], что всякая конечная унарная алгебра с
конечным числом операций имеет конечный базис тождеств. Автором в [2] по-
казано, что любое многообразие коммутативных унарных алгебр с конечным
числом операций также имеет конечный базис тождеств.

В 1951 г. Р. Г. Линдоном [3] показано, что любая двухэлементная алгебра
произвольной сигнатуры имеет конечный базис тождеств.

В дальнешем было установлено также (см., например, [4]), что вопросы о су-
ществовании различных базисов квазитождеств квазимногообразий тесно свя-
заны со свойствами решеток подквазимногообразий алгебраических систем.

В. А. Горбуновым в [4] приведен пример трехэлементной унарной алгебры с
двумя операциями, не имеющей независимого базиса квазитождеств.

Автором в [5] показано, что каждый конечный унар имеет конечный базис
квазитождеств. В [6] им доказано, что каждое квазимногообразие унаров, содер-
жащее лишь конечное число циклов, имеет независимый базис квазитождеств.
Отсюда, в частности, следует, что любой конечнопорожденный унар имеет неза-
висимый базис квазитождеств. В этой же работе построен алгоритм нахожде-
ния независимого базиса квазитождеств конечнопорожденного унара, а также
– приведены некоторые факты о свойствах решеток квазимногообразий унаров.
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